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Abstract
　This	article	 is	a	survey	of	 the	 recent	developments	 in	 term	structure	modeling,	
designed	 to	 examine	both	 the	 cross-sectional	 shape	of	 yield	 curves	 and	 their	
dynamics	 in	 the	 real	world.	 Since	Dai	 and	 Singleton	（2000）	 established	 its	
fundamental	 framework,	researchers	have	 focused	on	affine	term	structure	models	
and	 improved	their	empirical	fit	by	extending	 the	flexibility	of	 the	market	price	of	
risk	and	correlation	between	factors.	Examples	of	affine	term	structure	models	are	
the	“extended	affine	model”	by	Cheridito	et	al.	（2007）	and	the	Wishart	model	by	
Gourieroux	et	al.	（2003）.	Recent	policies	of	a	zero	or	negative	interest	rate	adopted	
by	several	central	banks	presents	a	new	challenge	to	 term	structure	modeling,	and	
non-linear	models	such	as	the	“shadow-rate”	model	have	been	proposed.
概要
　イールドカーブの実確率測度のもとでの確率変動の諸性質を説明できるモデルを構築する
ことは、古くからの難しいテーマの１つである。本稿は、この問題に関する最近の研究につ
いてのサーベイである。Dai and Singleton （2000） によってアフィンモデルの包括的な分類
についてのフレームワークが提示されて以降、イールドカーブの経験的性質を表現する上で、
リスクの市場価格やファクター間の相関に充分な柔軟性が必要な事が分かり、アフィンモデ
ルに様々な拡張が行われてきている。Extended アフィンモデル、Quadratic Gaussian モデ
ル、Wishart モデルなど、有望なモデルが提唱されてきており、それらのモデルの特長と実
証分析について紹介する。また近年、世界的なディスインフレを背景にゼロ金利政策、マイ
ナス金利政策を取る中央銀行が増えてきているが、低金利下でのイールドカーブの確率変動
は非線形性が高く、そのモデル化は金利の期間構造モデルにとって新たなチャレンジである。
この問題に対する正金利モデルの実証分析についても紹介する。
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モデル化は金利の期間構造モデルにとって新たなチャレンジである。この問題に対す
る正金利モデルの実証分析についても紹介する。
1 序論
国債や金利スワップなどのイールドカーブの確率変動を、無裁定条件を満たすように確
率過程でモデル化したものを、金利の期間構造モデル、あるいは単に期間構造モデルと呼
ぶ。金利の期間構造モデルに求められるのは、債券イールドや金利オプション価格などの
クロスセクションデータへの当てはまりの良さと、それらの時系列変動の確率分布への当
てはまりの良さである。前者はリスク中立確率測度 Qでのモデルの柔軟性によって決ま
り、後者は実確率測度 Pのもとでの柔軟性に依存する。
実務の現場では、金利デリバティブの評価に金利の期間構造モデルを用いる場合は、リ
スク中立確率測度Qでの当てはまりのみに注意が払われる事が多いだろう。一方でリスク
管理や投資戦略立案など、実確率測度 Pでの確率分布を検討する必要がある場合は、期間
構造モデルを用いずにデータの統計的分析のみを基礎とする事が多いと思われる。しかし
金利の期間構造モデルには無裁定条件を満たしているという望ましい性質があり、測度 P
と測度 Qの両方の確率測度で説明力のあるモデルがあれば、実確率測度 Pでのより精度
の高い確率分布を得られる可能性がある。また金利デリバティブの評価とリスク管理を整
合的に行う事も可能となるだろう。
そこで本稿では、最近の金利の期間構造モデルの発展について、測度 Pと測度 Qの両
方の確率測度での説明力に着目して紹介していきたい。
金利の期間構造モデルの研究は、Vasicek (1977)、Cox et al. (1985)を嚆矢として発展
をとげてきた。その中で中心的に研究されてきたのは、Duﬃe and Kan (1996)のアフィ
ンモデルであり、解析解の存在もしくは解が常微分方程式（ODE）を解くことで容易に得
られる利便性が計量分析上大きな利点となっており、研究者の注目を集めてきた。
その定式化は様々な形が提案されてきたが、Dai and Singleton (2000)は、状態変数の
要素（ファクター）の数がN のアフィンモデルが、状態変数の中の CIR型ファクター 1)
の数mによってサブクラスに分類できる事を示し、それを記号 Am(N) (0 ≤ m ≤ N)で
表した。そして各クラスAm(N) 毎に最も一般性の高い標準的な定式化の形式が存在する
事を示した。これ以降のアフィンモデルの研究の多くが、Dai and Singleton (2000)によ
るクラス分類とその標準形をベースに行われてきている。
Dai and Singleton (2000)の標準形により、債券や金利オプションの価格を導出するの
に必要なリスク中立確率測度 Qのもとでのダイナミクスは完全に定式化されたが、実確
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率測度 P のもとでの定式化は、いわゆるリスクの市場価格の決め方に自由度があり、様々
なバリエーションがあり得る。
しかし Dai and Singleton (2000)が提案したリスクの市場価格の関数形は、状態変数
のボラティリティ行列の要素が線形結合された単純な形式をしており、債券の期待超過リ
ターンを決定するリスクの市場価格が、ボラティリティの確率変動を通じてしか変動でき
ないという制約のために、実確率測度 Pのもとでの様々な経験的性質を表現するには不十
分なものであった。
この問題のブレークスルーとなったのが、Duﬀee (2002)の Essentiallyアフィンモデル
である。このモデルのリスクの市場価格は、その確率変動がボラティリティを通じてだけ
ではなく、状態変数に直接ドライブされる事も可能な関数形となり、ボラティリティとは
リンクしない債券の期待超過リターンの確率変動が表現可能となった。ただしこの拡張は、
状態変数の中でもガウス型のファクターに対してのみ有効で、CIR型のファクターは依然
として Completelyアフィンモデルの制約的な形を受け継いでいた。
Essentiallyアフィンモデルによるリスクの市場価格の拡張は、全てのファクターがガウ
ス型であるA0(N)のクラスの場合に最も効果があり、3ファクターのA0(3) の実証分析で
は、Dai and Singleton (2002)が LPYと名付けたイールドカーブ変動の経験的性質、すな
わちイールド変化をイールドの長短スプレッドに回帰させた場合に、その回帰係数が有意
に負となり 2)、しかもイールドの満期が長期のものほどその傾向が強いという性質を、ア
フィンモデルがとらえる事が可能になった。
一方で、ガウス型のA0(N)は、イールドカーブ変動のもう 1つの特長である確率的ボラ
ティリティが全く表現できない事と、金利がマイナスになる確率を排除できないという欠
点を持つ。これらの点に関しては、CIR型ファクターの数が多いほど有利となるが、CIR
型ファクターが多くなるほどリスクプレミアムの説明力が落ちるというジレンマをモデル
が抱える事になった。
この解決のために、さらにリスクの市場価格を拡張する研究が行われ、Extendedアフィ
ンモデル（Cheridito et al. (2007)）、セミアフィンモデル（Duarte (2004)）などのモデル
が提案されている。しかし各モデルには一長一短があり、モデルの選択について決定的な
ものはまだ現れていないと言える。
金利の非負性を重視する場合、アフィンモデルの中では、厳密に金利が負にならないCIR
型のAN (N)が選択肢となる。また、同じく厳密に金利の非負性を持ちながら、Essentiallyア
フィンモデルのA0(N)と同様の自由度の高いリスクの市場価格を持つ、Quadratic Gaussian
モデル（QGモデル、Ahn et al. (2002)、 Leippold and Wu (2003)）が提案され、実証
分析で一定の成果を上げている。なおQGモデルはファクター数の拡張などによりアフィ
ンモデルでの表現も可能であるため（Cheng and Scaillet (2007)）、一種のアフィンモデ
ルと考えることもできる。
さらに、アフィンモデルや QGモデルの拡張として、ファクターの条件付確率分布が
Wishart分布となるWishartモデルが Gourieroux and Sufana (2003)によって提案され
ており、ファクター間の相関係数が確率変動できるという高い自由度により、実証分析で
も良好な結果を上げている。
イールドカーブのモデル化における近年の問題として、ディスインフレに伴うゼロ金利
やマイナス金利の広まりがある。伝統的な学説では、金利はマイナスになる事はなく、金
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利水準の下限はゼロと考えられていた。その前提のもとで、金利がマイナスにならない
モデルとして、QGモデルや、非アフィン型のモデルである Black (1995)の「影の金利」
(shadow rate)モデルが提唱されている。昨今では、ECBなどマイナス金利政策を取る中
央銀行が現れており、債券市場でも、ドイツや日本などで満期の短い債券のイールドがマ
イナスで取引される事例が長期間にわたり観測されるなど、金利水準の下限がゼロとの前
提は成り立たなくなってきている。しかし依然として、市場参加者は、金利水準にはマイ
ナスの領域での下限があると考えており（Bassman (2015)）、実務における金利オプショ
ンの評価でも、ストライクレートがゼロのキャップの評価に、金利の確率分布に下限がある
Shifted Lognormalモデルを用いることが標準となりつつあるようである（Elices 2013）。
これを踏まえると、QGモデルや影の金利モデルでの、金利の下限がゼロという仮定は修
正される必要があるだろうが、金利に何らかの下限値があるモデルという意味で考察に値
すると思われるため、それらの実証分析についても紹介したい。
なお紙面の制約上、本稿がとりあげるモデルは連続時間でのショートレートのアフィン
系モデルに限定しており、非線形モデルについては「影の金利」モデルのみを取り上げて
いる。本稿で取り上げていないモデルとしては、ジャンプモデル、離散時間モデル、レジー
ムスイッチングモデル、マクロファイナンスモデル、非線形モデルがある。これらについ
ては、Dai and Singleton (2003)、紅林 (2007)、市川 (2012)などのサーベイ論文を参照さ
れたい。
本稿の構成は以下の通りである。まず 2章では、実確率測度 Pでの実証分析で多く使わ
れるショートレートモデルについて、一般的フレームワークと、アフィンモデル、QGモ
デルなど各種の具体的なモデルの形を説明する。3章では、主に米国債市場で見られる、
イールドカーブの経験的性質についての実証研究を紹介する。4章では本稿で紹介してい
る文献で用いられているパラメータ推定方法を説明する。5章では、各モデルが 3章で紹
介したイールドカーブの経験的性質をどの程度説明できるかに関して、これまで行われて
きた実証分析について紹介する。6章はまとめである。
2 実証分析で用いられる金利の期間構造モデルの展開
イールドカーブの経験的性質に関する金利の期間構造モデルの実証分析では、そのほと
んどの場合で、ショートレートモデルが用いられている。そこでこの章ではまず、ショー
トレートモデルのフレームワークと、実証分析に用いられるモデルの近年の展開について
紹介していく。なお表 1に、本稿で取り上げるモデルの一覧をまとめている。
2.1 ショートレートモデルのフレームワーク
ショートレートモデルでは、次の 3つの要素の定式化を行う。
• リスク中立確率測度Qのもとでの状態変数X(t)の確率微分方程式 (SDE)：X(t)は
N 次元ベクトルとし、その SDEを次のマルコフ過程で表す。
dX(t) = µ˜X(X(t), t)dt+ σX(X(t), t)dW˜ (t) (1)
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紹介していく。なお表 1に、本稿で取り上げるモデルの一覧をまとめている。
2.1 ショートレートモデルのフレームワーク
ショートレートモデルでは、次の 3つの要素の定式化を行う。
• リスク中立確率測度Qのもとでの状態変数X(t)の確率微分方程式 (SDE)：X(t)は
N 次元ベクトルとし、その SDEを次のマルコフ過程で表す。
dX(t) = µ˜X(X(t), t)dt+ σX(X(t), t)dW˜ (t) (1)
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表 1: 本稿で取り上げるモデルの定義一覧
アフィンモデル
状態変数 dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+Σ
√
S(t)dW˜ (t) (K˜0 ∈ RN , K˜1,Σ, S(t) ∈ RN×N )
ショートレート r(t) = δ0 + δ⊤1 X(t) (δ0 ∈ R, δ1 ∈ RN )
リスクの市場価格 Completelyアフィン
√
S(t)Λ(t) = S(t)λ1 (λ1 ∈ RN )
Essentiallyアフィン
√
S(t)Λ(t) = S(t)λ1 + I
−λ2X(t) (λ2 ∈ RN×N )
Extendedアフィン*
√
S(t)Λ(t) = λ1 + λ2X(t)
*Feller条件 [K˜0]i ≥ 1/2 (1 ≤ i ≤ m) が必要
セミアフィン
√
S(t)Λ(t) =
√
S(t)λ0 + S(t)λ1 + I
−λ2X(t) (λ0 ∈ RN )
QGモデル
状態変数 dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+ dW˜ (t) (K˜0 ∈ RN , K˜1 ∈ RN×N )
ショートレート r(t) = δ0 + δ⊤1 X(t) +X(t)⊤δ2X(t) (δ0 ∈ R, δ1 ∈ RN , δ2 ∈ RN×N )
リスクの市場価格 Λ(t) = λ1 + λ2X(t) (λ1 ∈ RN , λ2 ∈ RN×N )
Wishartモデル
状態変数 dX(t) = (kQQ⊤ + M˜X(t) +X(t)M˜⊤)dt+
√
X(t)dW˜ (t)Q
+Q⊤dW˜ (t)⊤
√
X(t) (k ∈ R, Q, M˜,X(t), W˜ (t) ∈ RN×N )
ショートレート r(t) = tr (ΨX(t)) (Ψ ∈ RN×N )
リスクの市場価格 Completely Wishart Λ(t) =
√
X(t)
Extended Wishart Λ(t) = λ0
√
X(t)
−1
+ λ1
√
X(t) (λ0, λ1 ∈ RN×N )
影の金利モデル
ショートレート r(t) = max[0, f(X(t))]
影の金利 f(X(t)) Kim and Singleton (2012)はガウス型アフィンモデル、QGモデルを適用
ここで µ˜X(X, t)はN 次元ベクトル、W˜ (t)は測度QのもとでのN 次元標準ブラウ
ン運動である。ただしWishartモデルの場合は、X(t)をN ×N 行列とした行列の
確率微分方程式を考える。これについては後述する。
• ショートレート r(t)の状態変数に対する関数形
r(t) = r(X, t) (2)
• リスクの市場価格（N 次元ベクトル）Λ(t)の状態変数に関する関数形
Λ(t) = Λ(X, t) (3)
これらの関数形が特定されると、時点 tにおける満期 T > tの割引債価格 P (t, T )が以
下の期待値計算で求められる。
P (t, T ) = E˜t
[
e−
∫ T
t r(s)ds
]
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ただし E˜t[·]は測度Qのもとでの時点 tにおける情報に基づく条件付期待値である。また
割引債の価格 P (t, T )に対するイールド Y (t, T )は、次の式で定義される。
Y (t, T ) = − 1
T − t lnP (t, T ) (4)
イールドとショートレートの間には limT→t Y (t, T ) = r(t)という関係が成り立つ。
イールドカーブとは、観測時点 tを固定して、満期 T の関数としてみた Y (t, T )が描く
曲線を指す。観測時点 tの経過にともない、イールドカーブがどのような確率変動を見せ
るのかが、本稿で取り上げる実証分析の興味の中心である。
Y (t, T )は状態変数X(t)の何らかの関数となるため、その確率測度 Pのもとでの確率変
動は、状態変数X(t)の確率測度 Pのもとでの確率変動に規定される。測度 Pのもとでは、
dW (t) := dW˜ (t)− Λ(t)dt
で定義されるW (t)が標準ブラウン運動となり、測度 Pのもとでの状態変数の SDEは、式
(1)より次のようになる。
dX(t) = (µ˜X(X, t) + σX(X, t)Λ(X, t))dt+ σX(X, t)dW (t)
従って、状態変数の測度 Pのもとでのドリフトを µX(X, t)とすると、µ˜X(X, t)との間に、
µX(X, t) = µ˜X(X, t) + σX(X, t)Λ(X, t) (5)
という関係が成り立つ。
投資分析の観点からは、割引債のリターンにどのような確率変動性があるかが重要で
あるが、以下に見る通り、リターンの分析とイールド変化の分析はほぼ同値である。満期
T の割引債を時点 tから t + ∆tまで保有した時の対数リターン R(t,∆t)は、R(t,∆t) =
lnP (t +∆t, T ) − lnP (t, T ) で定義される。式 (4)のイールドの定義を用いると、リター
ンとイールドの間には次の関係が成り立つ。
R(t,∆t) = −(T − t−∆t)(Y (t+∆t, T )− Y (t, T )) + Y (t, T )∆t
つまり、割引債のリターンは期初のイールド Y (t, T )と、イールドの変化 Y (t+∆t, T )−
Y (t, T ) によって表され、イールドの変化とリターンの間には線型の関係がある。
なおリターンの分析においての１つの大きなテーマに、期待仮説の検証があるが、これ
に関しては 3.1節で述べる。
以下では、既存研究で提案されてきた各種モデルにおいて、上で述べたショートレート
モデルの 3要素がどのように定義され、拡張されてきたかを見ていく。
2.2 アフィンモデル
「アフィンモデル」の定義は文献によって若干異なっている。広義では、割引債のイー
ルドが、後の式 (9)に示すように、状態変数のアフィン型になるモデルを指し、狭義では、
イールドを生成する状態変数の確率過程及びショートレートがアフィン型になっているも
5
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5
のを指す。多くの既存研究において、後者の定義を用いたDai and Singleton (2000)のモ
デルフレームワークが用いられているため、本稿でも後者の定義によって説明を行う 3)。
具体的には、リスク中立測度Qの下での状態変数の SDE、及びショートレートの関数
形が次の式で定義される期間構造モデルがアフィンモデルである。
dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+Σ
√
S(t)dW˜ (t) (6)
r(t) = δ0 + δ
⊤
1 X(t) (7)
ここで δ0はスカラー、K˜0, δ1はN 次元ベクトル、K˜1,Σ, S(t)はN ×N 行列である。ま
た⊤は転置を表す。S(t)は対角行列で、i番目の対角成分が次のように状態変数のアフィ
ン形で定義される。
[S(t)]ii = αi + β
⊤
i X(t) (8)
ここで αiはスカラー、βiはN 次元ベクトルである。
Duﬃe and Kan (1996)は、アフィンモデルの割引債価格が指数アフィンと呼ばれる次
の関数形で表される事を示している。
P (t, T ) = eA(T−t)+B(T−t)
⊤X(t)
ここでA(τ), B(τ)は次のODEの解である。
dA(τ)
dτ
= K˜⊤0 B(τ) +
1
2
N∑
i=1
[Σ⊤B(τ)]2iαi − δ0
dB(τ)
dτ
= −K˜⊤1 B(τ) +
1
2
N∑
i=1
[Σ⊤B(τ)]2i βi − δ1
初期条件はA(0) = 0, B(0) = 0N である。この割引債の価格式の導出は補論 1に示す。上
の割引債価格に対応するイールドは次の式で表される。
Y (t, T ) = −A(T − t)
T − t −
(
B(T − t)
T − t
)⊤
X(t) (9)
また割引債価格の測度 Pのもとでの SDEは次の式で表される。
dP (t, T )
P (t, T )
= (r(t) +B(T − t)⊤Σ
√
S(t)Λ(t))dt+B(T − t)⊤Σ
√
S(t)dW (t) (10)
これより、割引債の瞬間的な期待超過リターン（リスクプレミアム）はB(T−t)⊤Σ√S(t)Λ(t)
となっていることが分かる。この中で状態変数は
√
S(t)Λ(t)の部分に含まれる事ができ、
この
√
S(t)Λ(t)が期待超過リターンの確率変動をドライブする事になる。
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2.3 アフィンモデルの分類と許容可能性
本節では、Dai and Singleton (2000)によるアフィンモデルの分類と許容可能性につい
て説明する。
状態変数X(t)の要素は、CIR型の負の値を取らない要素と、ガウス型の負の値を取り
得る要素の 2種類に分ける事ができる。ファクター数N のアフィンモデルは、状態変数
の中のCIR型のファクターの個数m (0 ≤ m ≤ N)によって、別々のサブクラスに分類で
きる。CIR型のファクターの個数がmのサブクラスをAm(N)と表す。
アフィンモデルはショートレートに同じ確率分布を与える複数の定式化が可能であるが、
状態変数の線形変換によって「標準的表現」(Canonical Representation)に変換する事が
できる。この標準的表現では、Am(N)のボラティリティ行列 Σ、S(t)を次のように定式
化する。
Σ = I
[S(t)]ii = Xi(t), 1 ≤ i ≤ m (11)
[S(t)]ii = 1 +
m∑
j=1
[βi]jXj(t), [βi]j > 0, m < i ≤ N
この定式化により、状態変数のうち、最初のm個がCIR型ファクター、残りのN −m個
の要素がガウス型ファクター 4)となる。
この定式化においては、式 (6)中の
√
S(t)が定義可能であるために、式 (8)における
S(t)の対角成分の各要素が負にならない事が考慮されている。この条件を満たすことを許
容可能 (admissible)と呼び、このために S(t)の中にはCIR型のファクターのみが含まれ、
負の値を取りうるガウス型ファクターが除外された形となっている。
これらの定義によって、CIR型ファクター間の瞬間的な相関はゼロとなる事が導かれる。
またΣ、S(t)以外のパラメータについても、標準的な定式化と各種の制約条件が定めら
れている。
式 (11)の諸条件とともに、K˜0、K˜1の定式化を反映すると、CIR型のファクターXi(t) (1 ≤
i ≤ m)の SDEは次のように表される。なお後の Extendedアフィンモデルとの比較のた
めに、K˜0に対する制約条件を併せて示しておく。
dXi(t) =
[K˜0]i − m∑
j=1
[K˜1]jXj(t)
 dt+√Xi(t)dW˜ (t), [K˜0]i > 0 (12)
同様に、ガウス型ファクターXi(t) (m+ 1 ≤ i ≤ N)の SDEは次のように表される。
dXi(t) =
[K˜0]i − N∑
j=1
[K˜1]jXj(t)
 dt+
����1 + m∑
j=1
[βi]jXj(t)dW˜ (t) (13)
2.4 アフィンモデルのリスクの市場価格
アフィンモデルはリスクの市場価格の定義方法によっていくつかの種類に分類すること
ができる。なおここでは、Λ(t)の関数形ではなく、Feldhu¨tter (2008)に従い、
√
S(t)Λ(t)
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dXi(t) =
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j=1
[K˜1]jXj(t)
 dt+
����1 + m∑
j=1
[βi]jXj(t)dW˜ (t) (13)
2.4 アフィンモデルのリスクの市場価格
アフィンモデルはリスクの市場価格の定義方法によっていくつかの種類に分類すること
ができる。なおここでは、Λ(t)の関数形ではなく、Feldhu¨tter (2008)に従い、
√
S(t)Λ(t)
7
に対する関数形の定義によってモデルを分類する。これは、式 (10)の割引債の期待超過リ
ターンの中での Λ(t)が必ず
√
S(t)Λ(t)という形で現れるため、リスクプレミアムの状態
変数X(t)への依存性を見る上で、
√
S(t)Λ(t)によって分類した方が見通しが良いためで
ある。
2.4.1 Completelyアフィンモデル
Dai and Singleton (2000)による定義。リスクの市場価格を次の式で定義する。√
S(t)Λ(t) = S(t)λ1
ここで λ1はN次元ベクトルである。この定義では、割引債の期待超過リターンがボラティ
リティ行列 S(t)の確率変動を通じてしか変化できず、その確率変動を表す上で制約が大き
い。特に、Duﬀee (2002)によればリスクプレミアムは確率変動により正負の両方の符号
に変化し得るが、S(t)の要素は常に正であるため、各ファクターに対するリスクプレミア
ムの符号が固定されてしまうため、このようなリスクプレミアムの符号の変化を表現する
事が難しい。
2.4.2 Essentiallyアフィンモデル
Duﬀee (2002)によるCompletelyアフィンモデルの拡張で、リスクの市場価格が次の式
で定義される。 √
S(t)Λ(t) = S(t)λ1 + I
−λ2X(t)
ここで λ2はN ×N 行列である。また I−はN ×N の対角行列で、I−ii は状態変数の第 i
要素Xi(t)がCIR型であれば（Am(N)の標準的表現の場合は i ≤ mの場合）0、ガウス型
ファクターであれば（同じく i > mの場合）1と定義される。I−の定義により、CIR型
のファクターは第 2項目に現れないが、ガウス型のファクターは第 2項目に現れることが
できる。従って、ガウス型ファクターを持つm < N である Am(N)モデルでは、リスク
プレミアムの確率変動の自由度が Completelyアフィンモデルに比べて高くなり、リスク
プレミアムの符号の変化も可能となる。状態変数が全てガウス型であるA0(N)の場合は、
上の定義式は S(t)λ1 + λ2X(t) となり、リスクプレミアムの自由度が最も大きくなる。一
方で状態変数の全ての要素がCIR型であるAN (N)の場合は、上の定義式は S(t)λ1、すな
わち Completelyアフィンモデルに縮退する。
2.4.3 Extendedアフィンモデル
Cheridito et al. (2007)によるリスクの市場価格の拡張で、次の式で定義される。√
S(t)Λ(t) = λ1 + λ2X(t)
Essentiallyアフィンモデルと比較すると、ガウス型ファクターだけではなく CIR型も含
めた全てのファクターが第 2項目に現れることができる。従ってリスクプレミアムの確率
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変動の自由度が高まり、また λ1と λ2の値の設定によっては、CIR型ファクターもリスク
プレミアムの符号の変化に寄与する事が可能となる。
しかしEssentiallyアフィンモデルと異なり、CIR型のファクターの値がゼロとなる可能
性があると、それによりショートレートのボラティリティがゼロとなっても、割引債の拡
張されたドリフトがゼロとなるとは限らないため、裁定機会が排除できない。そのため、
CIR型ファクターが厳密に正となるための Feller条件が追加的に必要となる。Feller条件
はCIR型確率過程がゼロに到達しないための条件で、具体的には、式 (13)のCIR型ファ
クターの SDEに対して、次の不等式が Feller条件となる。
[K˜0]i ≥ 1
2
, 1 ≤ i ≤ m (14)
Extendedアフィンモデルでは、この条件が測度 Pと測度Qの双方の確率過程で満たされ
る事を必要とする。
一方、Completelyアフィンモデルでは、式 (13)に示したように、[K˜0]iに対する条件が
[K˜0]i > 0とこれよりも緩い条件となっており、CIR型ファクターがゼロに到達すること
を許容している。
Cheridito et al. (2007)は Extendedアフィンモデルは Essentiallyアフィンモデルを
クラスとして含むと主張しているが、Feldhu¨tter (2008)はこの Feller条件の存在により
Essentiallyアフィンモデルを完全には含んでおらず、Essentiallyアフィンモデルよりも
イールドカーブの経験的性質の説明力が弱い場合がある事を示している。
2.4.4 セミアフィンモデル
Duarte (2004)による Essentiallyアフィンモデルの拡張で、リスクの市場価格を次の式
で定義する。 √
S(t)Λ(t) =
√
S(t)λ0 + S(t)λ1 + I
−λ2X(t)
ただし λ0はN 次元ベクトルである。新しく追加された項のX(t)に対する非線形性によ
り、CIR型のファクターについてもリスクプレミアムの符号を変化させる事が可能となっ
ている。しかしこの拡張により測度 Pのもとでの状態変数のドリフトは非アフィンとなる
ため、測度 Pでの条件付き確率分布は数値計算か近似計算が必要となる。
2.5 Quadratic Gaussianモデル（QGモデル）
Ahn et al. (2002)、Leippold and Wu (2003)によるQuadratic Gaussianモデル（QG
モデル）は、状態変数の確率過程がガウス型のアフィン過程
dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+ dW˜ (t)
に従い、ショートレートは、アフィンモデルの場合の式に、状態変数に関する 2次形式が
加わった次の式で表される。
r(t) = δ0 + δ
⊤
1 X(t) +X(t)
⊤δ2X(t)
9
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ここで δ2はN ×N の定数行列である。
アフィンモデルでは、状態変数の全てのファクターが CIR型であるAN (N)を除いて、
ショートレートがマイナスになる可能性を排除できない。これに対してQGモデルでは、
δ2を半正定値とし、r(t)の最小値 δ0 − 14δ⊤1 δ−12 δ1 に対して δ0 − 14δ⊤1 δ−12 δ1 ≥ 0 という条件
を課すことで、ショートレートが負になる確率をゼロとすることができる 5)。リスクの市
場価格はEssentaillyアフィンモデルと同じ定義を用いる。状態変数にガウス型のアフィン
過程を仮定しているため、その関数形はアフィンモデルのA0(N) と同様に
Λ(t) = λ1 + λ2X(t)
となり、リスクプレミアムの確率変動、符号の変化の自由度が高い。
QGモデルの割引債価格は次の式で表される。
P (t, T ) = eA(T−t)+B(T−t)
⊤X(t)+X(t)⊤C(T−t)X(t) (15)
ここでA(τ), B(τ), C(τ)は次のODEの解である。
dC(τ)
dτ
= 2C(τ)2 − C(τ)K˜1 − K˜⊤1 C(τ)− δ2
dB(τ)
dτ
= 2C(τ)B(τ)− K˜⊤1 B(τ) + 2C(τ)K˜0 − δ1
dA(τ)
dτ
= tr (C(τ)) +
1
2
B(τ)⊤B(τ) +B(τ)⊤K˜0 − δ0
ただし初期条件は A(0) = 0、B(0) = 0N、C(0) = 0N×N である。この価格式は、補論 1
に示したアフィンモデルの価格式の導出と同様の方法で得られる。
Cheng and Scaillet (2007)は、状態変数を増やすことで、QGモデルがアフィンモデ
ルに書き換えられる事を示している。Almeida et al. (2011)はこの事をもって、彼らの
Extendedアフィンモデルに限定した実証分析は十分に一般性があると論じている。しか
し Cheng and Scaillet (2007)は、QGモデルから書き換えられたアフィンモデルは、ガ
ウス型ファクター間の相関係数の符号が確率的に変動し、Duﬃe and Singleton (2000)が
規定するアフィンモデルには当てはまらないクラスとなる事を示しており、QGモデルに
よってさらに経験的性質の説明力が増す可能性は否定できない。
2.6 Wishartモデル
Gourieroux and Sufana (2003)が提唱するWishartモデルは、状態変数X(t)をN ×N
の半正定値行列とし、X(t)が測度Qのもとで次のWishart過程に従うとする。
dX(t) = (kQQ⊤ + M˜X(t) +X(t)M˜⊤)dt+
√
X(t)dW˜ (t)Q+Q⊤dW˜ (t)⊤
√
X(t)
ただし W˜ (t)はN×N行列の標準ブラウン運動、Q、M˜はN×Nの可逆行列、kはk > N−1
を満たす実数の定数である。
Wishart過程は、時点 tの情報に基づくX(t+∆t)の条件付確率分布がWishart分布に
従う。Wishart分布はカイ二乗分布を多変量に拡張したもので、k はその自由度を表す。
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アフィンモデルでは、状態変数の全てのファクターが CIR型であるAN (N)を除いて、
ショートレートがマイナスになる可能性を排除できない。これに対してQGモデルでは、
δ2を半正定値とし、r(t)の最小値 δ0 − 14δ⊤1 δ−12 δ1 に対して δ0 − 14δ⊤1 δ−12 δ1 ≥ 0 という条件
を課すことで、ショートレートが負になる確率をゼロとすることができる 5)。リスクの市
場価格はEssentaillyアフィンモデルと同じ定義を用いる。状態変数にガウス型のアフィン
過程を仮定しているため、その関数形はアフィンモデルのA0(N) と同様に
Λ(t) = λ1 + λ2X(t)
となり、リスクプレミアムの確率変動、符号の変化の自由度が高い。
QGモデルの割引債価格は次の式で表される。
P (t, T ) = eA(T−t)+B(T−t)
⊤X(t)+X(t)⊤C(T−t)X(t) (15)
ここでA(τ), B(τ), C(τ)は次のODEの解である。
dC(τ)
dτ
= 2C(τ)2 − C(τ)K˜1 − K˜⊤1 C(τ)− δ2
dB(τ)
dτ
= 2C(τ)B(τ)− K˜⊤1 B(τ) + 2C(τ)K˜0 − δ1
dA(τ)
dτ
= tr (C(τ)) +
1
2
B(τ)⊤B(τ) +B(τ)⊤K˜0 − δ0
ただし初期条件は A(0) = 0、B(0) = 0N、C(0) = 0N×N である。この価格式は、補論 1
に示したアフィンモデルの価格式の導出と同様の方法で得られる。
Cheng and Scaillet (2007)は、状態変数を増やすことで、QGモデルがアフィンモデ
ルに書き換えられる事を示している。Almeida et al. (2011)はこの事をもって、彼らの
Extendedアフィンモデルに限定した実証分析は十分に一般性があると論じている。しか
し Cheng and Scaillet (2007)は、QGモデルから書き換えられたアフィンモデルは、ガ
ウス型ファクター間の相関係数の符号が確率的に変動し、Duﬃe and Singleton (2000)が
規定するアフィンモデルには当てはまらないクラスとなる事を示しており、QGモデルに
よってさらに経験的性質の説明力が増す可能性は否定できない。
2.6 Wishartモデル
Gourieroux and Sufana (2003)が提唱するWishartモデルは、状態変数X(t)をN ×N
の半正定値行列とし、X(t)が測度Qのもとで次のWishart過程に従うとする。
dX(t) = (kQQ⊤ + M˜X(t) +X(t)M˜⊤)dt+
√
X(t)dW˜ (t)Q+Q⊤dW˜ (t)⊤
√
X(t)
ただし W˜ (t)はN×N行列の標準ブラウン運動、Q、M˜はN×Nの可逆行列、kはk > N−1
を満たす実数の定数である。
Wishart過程は、時点 tの情報に基づくX(t+∆t)の条件付確率分布がWishart分布に
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条件 k > N − 1によって X(t)の半正定値性が得られ、さらに kに対する条件を強めて
k ≥ N +1とすると、X(t)は正定値行列となる。また状態変数の条件付一次、二次モーメ
ントは次のように解析的に与えられる。
E[Xt+∆t|Xt] = Φ∆tXtΦ⊤∆t + kV∆t
V [vecXt+∆t|Xt] = (In2 +Kn,n)(Φ∆tXtΦ⊤∆t ⊗ V∆t + k(V∆t ⊗ V∆t) + V∆t ⊗ Φ∆tXtΦ⊤∆t)
ここで Φ∆t、V∆tは次のように定義される。
Φ∆t := e
M˜∆t
V∆t :=
∫ ∆t
0
ΨsQ
⊤QΨ⊤s ds
ただし In2 は n2 × n2の単位行列、vecは行列の要素を縦ベクトルにベクトル化する作用
素、⊗はクロネッカー積である。またKn,nは交換行列（commutation matrix）で、任意
の n× n行列H に対して次のように定義される。
vecH⊤ = Kn,nvecH
次に、Wishartモデルのショートレートは次の式で定義される。
r(t) = tr (ΨX(t)) =
N∑
i=1
N∑
j=1
ΨijXij(t)
ただしΨはN ×N 行列である。Ψが正定値ならば、ショートレートは常に正の値となる
ことが保証される。
アフィン過程の場合には、式 (11)のボラティリティ行列の定義に見るように、CIR型
のファクター間に瞬間的な相関を導入することができなかった。しかしWishart過程は要
素間に相関に確率的変動を導入することができ、ショートレートの非負性とファクター間
の柔軟な相関構造を両立できるモデルとなっている。
Wishartモデルは状態変数のドリフト、分散がアフィン関数となっており、一種のアフィ
ンモデルと考える事ができる。割引債の価格についても、次の式のように状態変数に対す
る指数アフィンで与えられる。
P (t, T ) = eA(T−t)+tr (B(T−t)X(t))
ただしA(τ)、B(τ)は次のODEの解である。
dA(τ)
dτ
= tr (kQQ⊤B(τ))
dB(τ)
dτ
= B(τ)M˜ + M˜⊤B(τ) + 2B(τ)QQ⊤B(τ)−Ψ
リスクの市場価格に関しては、Buraschi et al. (2008)は、Completelyアフィンモデル
と同様の次の関数形を用いた。
Λ(t) =
√
X(t)
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ただし Λ(t)はN × N 行列である。Buraschi et al. (2008)はこのリスクの市場価格の関
数形が、代表的経済主体が対数効用関数を持つ一般均衡モデルから導出される事を示して
いる。リスクの市場価格自体は制約的な関数形をしているが、Wishart過程の状態変数が
柔軟な確率変動とファクター間の相関構造を表す事ができるため、イールドカーブの経験
的な特性を充分に表現できると論じている。本稿ではこのリスクの市場価格の定義による
Wishartモデルを Completely Wishartモデルと呼ぶ事とする。
一方で Chiarella et al. (2011)は、Extendedアフィンモデルと同様の次の関数形を用
いた。
Λ(t) = λ0
√
X(t)
−1
+ λ1
√
X(t)
ここでλ0、λ1はN×N行列である。ただし
√
X(t)
−1
が定義できるためには、X(t)は正定
値行列である必要があるため、自由度 kは k ≥ N +1を満たす事が必要となる。Chiarella
et al. (2011)は、この拡張されたリスクの市場価格によってデータに対する高い説明力が得
られる事を示している。本稿ではこのリスクの市場価格を持つモデルをExtended Wishart
モデルと呼ぶ。
2.7 「影の金利」モデル
金利の非負性が重要な場合、アフィン型のモデルの中では、マルチファクターのCIRモ
デル（AN (N)）やQGモデル、Wishartモデルといった選択肢があるが、実際の金利の変
動性はゼロ近辺で非線形性が強いことが考えられ、非アフィン系のモデルが有用である可
能性がある。ここではその中でも、非線形性の構造的要因が理解しやすく、比較的既存研
究が多い、Black (1995)の「影の金利」(shadow rate)モデルについて説明する。
Black (1995)は、ショートレートの非負性を、次のような一種のオプションとしてモデ
ル化している。
r(t) = max[0, f(X(t))]
ここで f(X(t))は「影の金利」を表し、例えば実質金利とインフレ率から計算される仮想
的名目金利がその１つとして考えられる。実質金利とインフレ率はどちらもマイナスにな
り得るため、それから計算される仮想的名目金利もマイナスになり得るが、現金の存在に
よりそのレートにはフロアがかかり、実際の名目金利はゼロ以上となることを上の式は表
現している。
Kim and Singleton (2012)は、f(X(t))のモデルとして、2ファクターのQuadatic Gaus-
sian 及びGaussian過程を考え、ゼロ金利政策が長期にわたって続く日本の国債イールド
での実証分析を行った。マルチファクターの CIRモデル（AN (N)）やQGモデルなどの
非負性を持つモデルでは、ショートレートが長期間にわたりゼロに固定されること、そし
てそのような状況でも長期債のイールドはボラティリティを失う事なく確率変動すること
をとらえる事が難しいが、影の金利モデルはこのような低金利下のイールドカーブ変動を
良く説明できると論じている。
ただし非アフィン系のモデルは債券価格や状態変数の推移確率に数値計算や近似計算が
必要となる場合が多く、計算コストが大きい問題を抱えている事には留意が必要であろう。
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条件 k > N − 1によって X(t)の半正定値性が得られ、さらに kに対する条件を強めて
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Φ∆t := e
M˜∆t
V∆t :=
∫ ∆t
0
ΨsQ
⊤QΨ⊤s ds
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i=1
N∑
j=1
ΨijXij(t)
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3 イールドカーブ変動の経験的性質
本章では、国債や金利スワップの実証分析で明らかにされてきた、イールドカーブの確
率変動についての経験的性質について説明する。実確率測度 Pのもとでの条件付一次モー
メント、二次モーメントの性質が最も注目されるものであるが、この他に、イールドカー
ブのプライシングエラーの分析を通じて測度 Qのもとでの確率分布についての考察も行
われている。また近年、各国の中央銀行で採用される事が多いゼロ金利政策下でのイール
ドカーブ変動についても触れる。
金利の期間構造モデルには、これらの性質をより忠実に再現できる事が求められる。
3.1 イールドの期待変化（条件付一次モーメント）
実確率測度 Pのもとでの、時点 tから見た時点 t+∆tでのイールド変化の期待値、すな
わち条件付一次モーメントは、債券の期待超過リターンを定める。Fama and Bliss (1987)、
Campbell and Shiller (1991)らによる米国債の実証分析によって、期待仮説、すわなち期
待超過リターンは定数であり時間変化しないとの仮説は成り立たず、期待超過リターンは
確率変動し、イールドカーブの傾きと正の相関を持っていることが明らかにされてきた。
この実証分析はしばしば、次のようにイールド変化をイールドの長短スプレッドに回帰さ
せることで行われる。
2.1節では連続時間での割引債リターンを考えたが、ここでは離散時間で考える。時点 t
における満期 nの割引債価格をPnt 、そのイールドを ynt := − lnPnt /nとすると、この割引
債を 1期間保有したときのリターンhnt+1は、h
n
t+1 = lnP
n−1
t+1 − lnPnt = −(n−1)yn−1t+1 +nynt
で表される。期待仮説は、時点 tにおける条件付期待リターンEt[hnt+1]が、1期間のスポッ
トレート y1t プラス定数 cnとなっているとの仮説である。この仮説のもとでは、
Et[h
n
t+1] = Et[−(n− 1)yn−1t+1 + nynt ] = y1t + cn
と表され、これを変形すると次の関係式が得られる。
Et[y
n−1
t+1 − ynt ] =
ynt − y1t
n− 1 +
cn
n− 1
この式の左辺は満期 nのイールドの 1期間の期待変化を表し、右辺１項目は基準化した
イールドスプレッド、２項目は満期 n毎に定まる定数を表す。従って、データに対して、
yn−1t+1 − ynt = ϕn
ynt − y1t
n− 1 + αn + ϵn (16)
(αnは定数、ϵnは残差)という線形回帰を行うと、期待仮説が成り立つ場合には回帰係数
ϕnが 1となる。
しかし Campbell and Shiller (1991)などによる米国債の実証研究では、回帰係数 ϕn
は有意に負の値となり、満期 nが大きいほど負の値が大きくなる事が示された。Dai and
Singleton (2002、2003)は、モデルがインプライする ϕn がデータの ϕn に一致する事を
LPY (Linear Projection of Yields)と名付け、期間構造モデルが満たすべき性質と位置づ
けた。
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LPYはイールド変化に対してイールドスプレッドが説明力を持つ事を示しているが、
Cochrane and Piazzesi (2005)はさらにイールドスプレッド以外の要素を含める事で説明
力をより高められるかを調べた。説明変数をスポットレート及び複数のフォワードレート
とし 6)、被説明変数を満期 5年までのイールドの期間 1年の変化とした重回帰モデルの決
定係数が、式 (16)の単回帰モデルのおよそ 2倍の 0.36から 0.39という高い水準になる事
を示している。
3.2 イールドの条件付ボラティリティ（条件付二次モーメント）
Dai and Singleton (2003)は、イールドの条件付ボラティリティが時間変化し 7)、持続
的 (persistent)である事を指摘し、金利の期間構造モデルが満たすべきこの性質を CVY
(Conditional Volatility of Yields)と名付けている。
データの条件付ボラティリティは観測できないため、実証分析ではGARCHモデルなど
を用いて推定し、その推定値とモデルがインプライする条件付ボラティリティの一致性を
見るのが、CVYの検証方法の１つである。
また、Feldhu¨tter (2008)は、イールド変化の 2乗をイールドに回帰させた場合、回帰係
数が有意に正となり、条件付ボラティリティがイールドカーブの水準と正の相関を持って
いる事を示している。この場合の回帰係数は、イールドの満期が長くなるほど値が小さく
なる、右肩下がりの期間構造を示す。このようなデータから得られるボラティリティ回帰
の回帰係数に、モデルがインプライする回帰係数がどの程度近いかが、条件付ボラティリ
ティに関する説明力の高さの指標の１つになる。
この他、Dai and Singleton (2003)は、1980年代以降の米国債及び米ドル金利スワップ
の無条件のボラティリティの期間構造が、2年から 3年の満期を頂点とする”hump shape”
（凸状の期間構造）をしている事を挙げている。従って、金利の期間構造モデルの無条件
のボラティリティの期間構造が hump shapeを生成できるかが、モデルの良否の１つの判
定材料となる。
3.3 リスク中立確率測度での確率分布
データのイールドとモデルから計算されるイールドには誤差（プライシングエラー）が
あり、この誤差の小ささはリスク中立確率測度Qでの当てはまりの良さを示す。誤差の評
価は通常、二乗平均平方根誤差（Root Mean Squared Error、RMSE）8)で行われ、その
値は直接計算する事で得られる他、最尤法やモーメント法によるパラメータ推定時に、パ
ラメータの 1つとして同時に推定する事でも得られる。
Feldhu¨tter (2008)は、EssentiallyアフィンモデルとExtendedアフィンモデルのプライ
シングエラーの比較分析を行う中で、プライシングエラーが小さいモデルは、測度Qのも
とでモデルがインプライするイールドの無条件確率分布の歪度と尖度が、イールドデータ
の測度 Pでの値よりもかなり大きい事を見出している。従って、測度 Pと測度 Qで異な
る分布が持つ事ができる事と、測度Qのもとで歪度や尖度などの高次モーメントに高い値
を取る事ができる事が、良いモデルの要件である可能性がある。
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3.4 金利の非負性とゼロ金利下でのイールド変動
期間構造モデルが持つべき性質の１つに、金利の非負性がある。この性質を厳密に持つ
アフィン系のモデルは、CIR型アフィンモデル AN (N)、QGモデル、Wishartモデルで
あるが、他のアフィンモデルでも、金利がマイナスになる確率が十分に小さければ、実用
上は許容できる可能性がある。
金利の非負性を持つ金利の期間構造モデルは、特にゼロ金利政策が取られている市場で
はその必要性が高い。一方でゼロ金利政策が長期化する日本の国債の実証分析からは、短
期金利がゼロでも長期債のイールドの変動性はあまり失われていない事が示されており
（Kim and Singleton (2012)）、線形性の強いアフィンモデルでは説明が難しい性質と考え
られる。
4 モデルパラメータの推定方法
実確率測度 Pに関する実証分析では、通常、割引債イールドのパネルデータを用いて、
式 (1)、(2)に現れる実確率測度Qのパラメータと、式 (3)のリスクの市場価格に現れるパ
ラメータを同時に推定する。またイールドに加えて、キャップなどの金利オプション価格
をデータに加える場合もある。
推定方法には大別して、最尤法とモーメント法がある。本稿で紹介する各文献が用いて
いる推定方法、検証モデル、及び対象データを表 (2)に示す。
最尤法による推定では、t−1期の状態変数の値X(t)が与えられた時の、t期の観測イー
ルド [y1(t), · · · , ym(t)]の条件付確率密度を計算するために、各期の状態変数の値を推定す
る必要がある。この方法には２種類あり、１つは、特定の年限のイールドから状態変数の
値を逆算する方法（インバージョン法）である。アフィンモデルの場合は、式 (9)に示され
るように、状態変数とイールドが線形の関係にあるため、N ファクターモデルであれば、
N 個の年限のイールドから状態変数のN 個の要素の値を逆算する事ができる。これを利
用し、例えば 3ファクターモデルの場合、m個の観測イールドのうち 3つのイールドは観
測誤差がなく、残りのm − 3個のイールドは互いに独立で正規分布N(0, σ2ϵ )に従う観測
誤差を持つと仮定する。そして観測誤差のないイールドと、与えられたパラメータから状
態変数の値を決定する。尤度計算には観測誤差の確率分布も含め、尤度の最大化で観測誤
差の分散 σ2ϵ の低減も図るようにするものである。もう１つの方法は、カルマンフィルタ
を用いて状態変数の値を推定する方法である。この場合は全てのイールドが観測誤差を持
つと仮定される。インバージョン法と同様に、尤度計算に観測誤差の確率分布も含めた最
大化が行われる。
イールドの条件付確率密度は、ガウス型アフィンモデルなど一部のモデルを除くと、必
ずしも解析的には与えられない。この場合は密度関数を何らかの方法で近似する必要があ
り、１次と２次のモーメントを用いた正規分布による近似や（Duﬀee (2002)）、より精度
の高い近似法（Dai and Singleton (2002)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2008)が古典的モーメント法、Leippold
and Wu (2003)が一般化モーメント法（GMM）を用いたパラメータ推定を行っている。
対象のモーメントとしては無条件のイールドの平均、分散などの他、LPYの係数などを選
択している。これに対しDai and Singleton (2000)などは、Gallant and Tauchen (1996)
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LPYはイールド変化に対してイールドスプレッドが説明力を持つ事を示しているが、
Cochrane and Piazzesi (2005)はさらにイールドスプレッド以外の要素を含める事で説明
力をより高められるかを調べた。説明変数をスポットレート及び複数のフォワードレート
とし 6)、被説明変数を満期 5年までのイールドの期間 1年の変化とした重回帰モデルの決
定係数が、式 (16)の単回帰モデルのおよそ 2倍の 0.36から 0.39という高い水準になる事
を示している。
3.2 イールドの条件付ボラティリティ（条件付二次モーメント）
Dai and Singleton (2003)は、イールドの条件付ボラティリティが時間変化し 7)、持続
的 (persistent)である事を指摘し、金利の期間構造モデルが満たすべきこの性質を CVY
(Conditional Volatility of Yields)と名付けている。
データの条件付ボラティリティは観測できないため、実証分析ではGARCHモデルなど
を用いて推定し、その推定値とモデルがインプライする条件付ボラティリティの一致性を
見るのが、CVYの検証方法の１つである。
また、Feldhu¨tter (2008)は、イールド変化の 2乗をイールドに回帰させた場合、回帰係
数が有意に正となり、条件付ボラティリティがイールドカーブの水準と正の相関を持って
いる事を示している。この場合の回帰係数は、イールドの満期が長くなるほど値が小さく
なる、右肩下がりの期間構造を示す。このようなデータから得られるボラティリティ回帰
の回帰係数に、モデルがインプライする回帰係数がどの程度近いかが、条件付ボラティリ
ティに関する説明力の高さの指標の１つになる。
この他、Dai and Singleton (2003)は、1980年代以降の米国債及び米ドル金利スワップ
の無条件のボラティリティの期間構造が、2年から 3年の満期を頂点とする”hump shape”
（凸状の期間構造）をしている事を挙げている。従って、金利の期間構造モデルの無条件
のボラティリティの期間構造が hump shapeを生成できるかが、モデルの良否の１つの判
定材料となる。
3.3 リスク中立確率測度での確率分布
データのイールドとモデルから計算されるイールドには誤差（プライシングエラー）が
あり、この誤差の小ささはリスク中立確率測度Qでの当てはまりの良さを示す。誤差の評
価は通常、二乗平均平方根誤差（Root Mean Squared Error、RMSE）8)で行われ、その
値は直接計算する事で得られる他、最尤法やモーメント法によるパラメータ推定時に、パ
ラメータの 1つとして同時に推定する事でも得られる。
Feldhu¨tter (2008)は、EssentiallyアフィンモデルとExtendedアフィンモデルのプライ
シングエラーの比較分析を行う中で、プライシングエラーが小さいモデルは、測度Qのも
とでモデルがインプライするイールドの無条件確率分布の歪度と尖度が、イールドデータ
の測度 Pでの値よりもかなり大きい事を見出している。従って、測度 Pと測度 Qで異な
る分布が持つ事ができる事と、測度Qのもとで歪度や尖度などの高次モーメントに高い値
を取る事ができる事が、良いモデルの要件である可能性がある。
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3.4 金利の非負性とゼロ金利下でのイールド変動
期間構造モデルが持つべき性質の１つに、金利の非負性がある。この性質を厳密に持つ
アフィン系のモデルは、CIR型アフィンモデル AN (N)、QGモデル、Wishartモデルで
あるが、他のアフィンモデルでも、金利がマイナスになる確率が十分に小さければ、実用
上は許容できる可能性がある。
金利の非負性を持つ金利の期間構造モデルは、特にゼロ金利政策が取られている市場で
はその必要性が高い。一方でゼロ金利政策が長期化する日本の国債の実証分析からは、短
期金利がゼロでも長期債のイールドの変動性はあまり失われていない事が示されており
（Kim and Singleton (2012)）、線形性の強いアフィンモデルでは説明が難しい性質と考え
られる。
4 モデルパラメータの推定方法
実確率測度 Pに関する実証分析では、通常、割引債イールドのパネルデータを用いて、
式 (1)、(2)に現れる実確率測度Qのパラメータと、式 (3)のリスクの市場価格に現れるパ
ラメータを同時に推定する。またイールドに加えて、キャップなどの金利オプション価格
をデータに加える場合もある。
推定方法には大別して、最尤法とモーメント法がある。本稿で紹介する各文献が用いて
いる推定方法、検証モデル、及び対象データを表 (2)に示す。
最尤法による推定では、t−1期の状態変数の値X(t)が与えられた時の、t期の観測イー
ルド [y1(t), · · · , ym(t)]の条件付確率密度を計算するために、各期の状態変数の値を推定す
る必要がある。この方法には２種類あり、１つは、特定の年限のイールドから状態変数の
値を逆算する方法（インバージョン法）である。アフィンモデルの場合は、式 (9)に示され
るように、状態変数とイールドが線形の関係にあるため、N ファクターモデルであれば、
N 個の年限のイールドから状態変数のN 個の要素の値を逆算する事ができる。これを利
用し、例えば 3ファクターモデルの場合、m個の観測イールドのうち 3つのイールドは観
測誤差がなく、残りのm − 3個のイールドは互いに独立で正規分布N(0, σ2ϵ )に従う観測
誤差を持つと仮定する。そして観測誤差のないイールドと、与えられたパラメータから状
態変数の値を決定する。尤度計算には観測誤差の確率分布も含め、尤度の最大化で観測誤
差の分散 σ2ϵ の低減も図るようにするものである。もう１つの方法は、カルマンフィルタ
を用いて状態変数の値を推定する方法である。この場合は全てのイールドが観測誤差を持
つと仮定される。インバージョン法と同様に、尤度計算に観測誤差の確率分布も含めた最
大化が行われる。
イールドの条件付確率密度は、ガウス型アフィンモデルなど一部のモデルを除くと、必
ずしも解析的には与えられない。この場合は密度関数を何らかの方法で近似する必要があ
り、１次と２次のモーメントを用いた正規分布による近似や（Duﬀee (2002)）、より精度
の高い近似法（Dai and Singleton (2002)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2008)が古典的モーメント法、Leip old
and Wu (2003)が一般化モーメント法（GM ）を用いたパラメータ推定を行っている。
対象のモーメントとしては無条件のイールドの平均、分散などの他、LPYの係数などを選
択している。これに対しDai and Singleton (2000)などは、Gallant and Tauchen (1996)
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期間構造モデルが持つべき性質の１つに、金利の非負性がある。この性質を厳密に持つ
アフィン系のモデルは、CIR型アフィンモデル AN (N)、QGモデル、 ishartモデルで
あるが、他のアフィンモデルでも、金利がマイナスになる確率が十分に小さければ、実用
上は許容できる可能性がある。
金利の非負性を持つ金利の期間構造モデルは、特にゼロ金利政策が取られている市場で
はその必要性が高い。一方でゼロ金利政策が長期化する日本の国債の実証分析からは、短
期金利がゼロでも長期債のイールドの変動性はあまり失われていない事が示されており
（Kim and Singleton (2012)）、線形性の強いアフィンモデルでは説明が難しい性質と考え
られる。
4
実確率測度 Pに関する実証分析では、通常、割引債イールドのパネルデータを用いて、
式 (1)、(2)に現れる実確率測度Qのパラメータと、式 (3)のリスクの市場価格に現れるパ
ラメータを同時に推定する。またイールドに加えて、キャップなどの金利オプション価格
をデータに加える場合もある。
推定方法には大別して、最尤法とモーメント法がある。本稿で紹介する各文献が用いて
いる推定方法、検証モデル、及び対象データを表 (2)に示す。
最尤法による推定では、t−1期の状態変数の値X(t)が与えられた時の、t期の観測イー
ルド [y1(t), · , ym(t)]の条件付確率密度を計算するために、各期の状態変数の値を推定す
る必要がある。この方法には２種類あり、１つは、特定の年限のイールドから状態変数の
値を逆算する方法（インバージョン法）である。アフィンモデルの場合は、式 (9)に示され
るように、状態変数とイールドが線形の関係にあるため、N ファクターモデルであれば、
N 個の年限のイールドから状態変数のN 個の要素の値を逆算する事ができる。これを利
用し、例えば 3ファクターモデルの場合、m個の観測イールドのうち 3つのイールドは観
測誤差がなく、残りのm − 3個のイールドは互いに独立で正規分布N(0, σ2ϵ )に従う観測
誤差を持つと仮定する。そして観測誤差のないイールドと、与えられたパラメータから状
態変数の値を決定する。尤度計算には観測誤差の確率分布も含め、尤度の最大化で観測誤
差の分散 σ2ϵ の低減も図るようにするものである。もう１つの方法は、カルマンフィルタ
を用いて状態変数の値を推定する方法である。この場合は全てのイールドが観測誤差を持
つと仮定される。インバージョン法と同様に、尤度計算に観測誤差の確率分布も含めた最
大化が行われる。
イールドの条件付確率密度は、ガウス型アフィンモデルなど一部のモデルを除くと、必
ずしも解析的には与えられない。この場合は密度関数を何らかの方法で近似する必要があ
り、１次と２次のモーメントを用いた正規分布による近似や（Duﬀ (2 02)）、より精度
の高い近似法（Dai and Singleton (2 02)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2 08)が古典的モーメント法、Leippold
and u (2 03)が一般化モーメント法（GMM）を用いたパラメータ推定を行っている。
対象のモーメントとしては無条件のイールドの平均、分散などの他、LPYの係数などを選
択している。これに対しDai and Singleton (2 0)などは、Gal ant and Tauchen (1 96)
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が考案した EMM（Eﬃcient Method of Moment）を用いている。これはシミュレーショ
ンベースのGMMで、まず対象データを補助的なセミノンパラメトリックモデルでモデル
化し、その補助モデルのスコアをモーメント条件とするものである。漸近的に最尤法と同
程度に有効であるとされている。
この他、Feldhu¨tter (2008)はベイズ推定法であるMCMC（マルコフ連鎖モンテカルロ
法）を用いている。
いずれの推定方法も、局所解の存在により大局解の探索が容易ではないという問題を抱
えている。この問題を回避するため、Duﬀee (2002)、Duarte (2004)などはパラメータの
初期値を乱数で多数与えるなどの工夫を行っているが、高い計算負荷は避けられないだろ
う。大局解の探索の困難さは、これらのファクター数が多いモデルをパネルデータで推定
する場合の大きな課題である。
5 モデルの実証分析
本章では、3章で述べたイールドカーブの経験的性質を、期間構造モデルがどの程度捕
捉できるかを検証した既存研究について紹介する。1節ではイールドの条件付一次モーメ
ント、2節では条件付二次モーメント、3節ではリスク中立確率測度での確率分布、4節で
はゼロ金利下での性質に関して、各モデルの当てはまりについての実証分析を見ていく。
5.1 イールドの条件付一次モーメントの実証分析
本節では、2章で紹介した各種の金利の期間構造モデルが、3.1で述べた経験的なイー
ルドの条件付一次モーメントの性質（LPY）を表す事ができるかを調べた実証分析を見て
いく。
条件付一次モーメントに関するモデル間の相対比較を見る指標としては、この他に、イー
ルド変化の予測誤差に対する RMSE、イールド変化の分散に対する予測誤差の分散の比
率（を 1から引いたもの）である決定係数（R2）がある。決定係数のベンチマークとして
は、Cochrane and Piazzesi (2005)によるフォワードレート回帰の決定係数を用いる事が
できる。
5.1.1 EssentiallyアフィンモデルとCompletelyアフィンモデル
Duﬀee (2002)による 3ファクターのEssentially、 Completelyアフィンモデルの比較に
よって、リスクの市場価格の柔軟性の大きさが、実データのリスクプレミアムの確率変動
を説明する上で非常に重要である事が明らかとなった。Duﬀee (2002)は、モデルパラメー
タを米国債のイールドデータから推定し、モデル間の尤度比から、Completelyアフィン
モデルに対する Essentiallyアフィンモデルのリスクプレミアムの拡張が、モデルの説明
力を有意に向上させる事を示している。
Dai and Singleton (2002)は、全てのファクターがガウス型であるA0(3)の Essentially
アフィンモデルが LPYを満たすという目覚ましい結果を示している。一方で CIR型の
ファクターを持つEssentiallyアフィンモデルのA1(3)、A2(3)に関しては、モデルの ϕnが
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期間構造モデルが持つべき性質の１つに、金利の非負性がある。この性質を厳密に持つ
アフィン系のモデルは、CIR型アフィンモデル AN (N)、QGモデル、Wishartモデルで
あるが、他のアフィンモデルでも、金利がマイナスになる確率が十分に小さければ、実用
上は許容できる可能性がある。
金利の非負性を持つ金利の期間構造モデルは、特にゼロ金利政策が取られている市場で
はその必要性が高い。一方でゼロ金利政策が長期化する日本の国債の実証分析からは、短
期金利がゼロでも長期債のイールドの変動性はあまり失われていない事が示されており
（Kim and Singleton (2012)）、線形性の強いアフィンモデルでは説明が難しい性質と考え
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式 (1)、(2)に現れる実確率測度Qのパラメータと、式 (3)のリスクの市場価格に現れるパ
ラメータを同時に推定する。またイールドに加えて、キャップなどの金利オプション価格
をデータに加える場合もある。
推定方法には大別して、最尤法とモーメント法がある。本稿で紹介する各文献が用いて
いる推定方法、検証モデル、及び対象データを表 (2)に示す。
最尤法による推定では、t−1期の状態変数の値X(t)が与えられた時の、t期の観測イー
ルド [y1(t), · · · , ym(t)]の条件付確率密度を計算するために、各期の状態変数の値を推定す
る必要がある。この方法には２種類あり、１つは、特定の年限のイールドから状態変数の
値を逆算する方法（インバージョン法）である。アフィンモデルの場合は、式 (9)に示され
るように、状態変数とイールドが線形の関係にあるため、N ファクターモデルであれば、
N 個の年限のイールドから状態変数のN 個の要素の値を逆算する事ができる。これを利
用し、例えば 3ファクターモデルの場合、m個の観測イールドのうち 3つのイールドは観
測誤差がなく、残りのm − 3個のイールドは互いに独立で正規分布N(0, σ2ϵ )に従う観測
誤差を持つと仮定する。そして観測誤差のないイールドと、与えられたパラメータから状
態変数の値を決定する。尤度計算には観測誤差の確率分布も含め、尤度の最大化で観測誤
差の分散 σ2ϵ の低減も図るようにするものである。もう１つの方法は、カルマンフィルタ
を用いて状態変数の値を推定する方法である。この場合は全てのイールドが観測誤差を持
つと仮定される。インバージョン法と同様に、尤度計算に観測誤差の確率分布も含めた最
大化が行われる。
イールドの条件付確率密度は、ガウス型アフィンモデルなど一部のモデルを除くと、必
ずしも解析的には与えられない。この場合は密度関数を何らかの方法で近似する必要があ
り、１次と２次のモーメントを用いた正規分布による近似や（Duﬀee (2002)）、より精度
の高い近似法（Dai and Singleton (2002)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2008)が古典的モーメント法、Leippold
and Wu (2003)が一般化モーメント法（GMM）を用いたパラメータ推定を行っている。
対象のモーメントとしては無条件のイールドの平均、分散などの他、LPYの係数などを選
択している。これに対しDai and Singleton (2000)などは、Gallant and Tauchen (1996)
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データの回帰係数から依然として大きく乖離し、LPYを満たさない事も示している。デー
タの回帰係数からの乖離は、CIR型ファクターの数が多くなるほど大きくなる。これは、
Essentiallyアフィンモデルでリスクの市場価格の拡張が行われるのはガウス型ファクター
に対してのみであるため、ガウス型ファクターの数が減るとリスクの市場価格の柔軟性が
低下してしまうためである。
一方で、後述するようにCIR型ファクターの数が多くなるほど確率的ボラティリティの
説明力は高まるため、イールドの条件付一次モーメントと二次モーメントの説明力を同時
に向上させる事は、アフィンモデルにとって相反する要求であることになる。
5.1.2 Extendedアフィンモデルとセミアフィンモデル
Cheridito et al. (2007)によるExtendedアフィンモデルは、CIR型ファクターに対して
もリスクの市場価格の柔軟性を高めたモデルである。Feldhu¨tter (2008)は、A2(3)、A3(3)
に関しては Essentiallyアフィンモデルと比較して LPYの回帰係数のデータへの一致性が
向上し、Essentiallyアフィンモデルで見られた、CIR型ファクターが増えるほど LPYの
説明力が低下する現象は見られなくなる事を示している。しかし依然としてEssentiallyア
フィンモデルのA0(3)の説明力を上回る事はできていない。
また Feldhu¨tter (2008)は、CIR型のファクターに対するリスクの市場価格の柔軟性を
高めたもう１つのモデルである、セミアフィンモデルについても同様の検証を行ったが、
Essentiallyアフィンモデルと比較して LPYの改善はほとんど見られないとしている。
確率的ボラティリティを持つモデルで、LPYの回帰係数の一致性が Essentiallyアフィ
ンモデルの A0(3)と同等以上のモデルを構築するのは容易ではなかったが、Almeida et
al. (2011)は Extendedアフィンモデルのパラメータ推定において、米ドルの金利スワッ
プデータに加えて、キャップ価格を推定対象に加える事で、A1(3)、A2(3)も A0(3)と同
程度に LPYを満たすようになるという驚くべき結果を示している。またモデルによる予
測イールドの決定係数は、Cochrane and Piazzesi (2005)のフォワードレートによる予測
イールドの決定係数に迫る、高い水準となった。この説明力向上の要因としてAlmeida et
al. (2011)は、オプションをパラメータ推定の対象に加える事により、リスク中立測度Q
のもとでのイールドの平均回帰水準が低下し、平均回帰速度が上昇する事により、イール
ドのレベルショックの半減期間が 20-30年から 8年程度に低下し、景気変動の周期に近づ
くためとの仮説を提示している。
5.1.3 QGモデル
期間構造モデルが満たすべき１つの性質に、金利の非負性がある。アフィンモデルで金
利がマイナスになる確率をゼロにできるのは、全てのファクターがCIR型であるAN (N)
のみであるが、AN (N)はリスクの市場価格の柔軟性の低さから、LPYを満たす事が難し
い。これに対し、QGモデルは非負性と伴に、Essentiallyアフィンモデルの A0(N)と同
様の高い柔軟性を持つリスクの市場価格を持っているため、非負性と LPY、及び確率的
ボラティリティを実現できる可能性があるモデルとして期待される。Ahn et al. (2002)は
イールドの予測精度の比較において 3ファクターのQGモデルが Completelyアフィンモ
デルのA1(3)を上回る予測精度を持つことを示しているが、Essentiallyアフィンモデルと
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が考案した EMM（Eﬃcient Method of Moment）を用いている。これはシミュレーショ
ンベースのGMMで、まず対象データを補助的なセミノンパラメトリックモデルでモデル
化し、その補助モデルのスコアをモーメント条件とするものである。漸近的に最尤法と同
程度に有効であるとされている。
この他、Feldhu¨tter (2008)はベイズ推定法であるMCMC（マルコフ連鎖モンテカルロ
法）を用いている。
いずれの推定方法も、局所解の存在により大局解の探索が容易ではないという問題を抱
えている。この問題を回避するため、Duﬀee (2002)、Duarte (2004)などはパラメータの
初期値を乱数で多数与えるなどの工夫を行っているが、高い計算負荷は避けられないだろ
う。大局解の探索の困難さは、これらのファクター数が多いモデルをパネルデータで推定
する場合の大きな課題である。
5 モデルの実証分析
本章では、3章で述べたイールドカーブの経験的性質を、期間構造モデルがどの程度捕
捉できるかを検証した既存研究について紹介する。1節ではイールドの条件付一次モーメ
ント、2節では条件付二次モーメント、3節ではリスク中立確率測度での確率分布、4節で
はゼロ金利下での性質に関して、各モデルの当てはまりについての実証分析を見ていく。
5.1 イールドの条件付一次モーメントの実証分析
本節では、2章で紹介した各種の金利の期間構造モデルが、3.1で述べた経験的なイー
ルドの条件付一次モーメントの性質（LPY）を表す事ができるかを調べた実証分析を見て
いく。
条件付一次モーメントに関するモデル間の相対比較を見る指標としては、この他に、イー
ルド変化の予測誤差に対する RMSE、イールド変化の分散に対する予測誤差の分散の比
率（を 1から引いたもの）である決定係数（R2）がある。決定係数のベンチマークとして
は、Cochrane and Piazzesi (2005)によるフォワードレート回帰の決定係数を用いる事が
できる。
5.1.1 EssentiallyアフィンモデルとCompletelyアフィンモデル
Duﬀee (2002)による 3ファクターのEssentially、 Completelyアフィンモデルの比較に
よって、リスクの市場価格の柔軟性の大きさが、実データのリスクプレミアムの確率変動
を説明する上で非常に重要である事が明らかとなった。Duﬀee (2002)は、モデルパラメー
タを米国債のイールドデータから推定し、モデル間の尤度比から、Completelyアフィン
モデルに対する Essentiallyアフィンモデルのリスクプレミアムの拡張が、モデルの説明
力を有意に向上させる事を示している。
Dai and Singleton (2002)は、全てのファクターがガウス型であるA0(3)の Essentially
アフィンモデルが LPYを満たすという目覚ましい結果を示している。一方で CIR型の
ファクターを持つEssentiallyアフィンモデルのA1(3)、A2(3)に関しては、モデルの ϕnが
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の比較は行われていない。また Leippold and Wu (2003)は 2ファクターのQGモデルが、
フォワードレートに関する LPYを満たすと主張している。ここでフォワードレートに関
する LPYとは、フォワード・スポットスプレッド（フォワードレートとスポットレートの
スプレッド）の変化をフォワード・スポットスプレッドに回帰させた場合の回帰係数が、
期待仮説が成り立つ場合の 1とはならず、1よりも小さな値になる経験的性質を指す。し
かし彼らの示す図では 1との差が有意ではないように見える。いずれにしても、3ファク
ターの場合に EssentiallyアフィンモデルのA0(3)と同等に LPYを満たす事ができるかは
不明である。
5.1.4 Wishartモデル
Gourieroux and Sufana (2003)のWishartモデルは金利の非負性、確率的ボラティリ
ティに加えて、ファクター間の相関にも確率変動を導入できる非常に自由度の高いモデル
である。Buraschi et al. (2008)は、2×2のWishartモデルの実証分析において、リスクの
市場価格がCompletelyアフィンモデルと同様の制約的なモデル（Completely Wishartモ
デル）でも、EssentiallyアフィンモデルのA0(3)と同程度に LPYを満たす事を示してい
る。一方でChiarella et al. (2011)は、より最近の米国債の満期 30年までの割引債を用い
てイールドの予測誤差の実証分析を行い、Completely Wishartモデルの予測精度は 3ファ
クターの Extendedアフィンモデル A3(3)に劣る一方で、リスクの市場価格を Extended
アフィンモデルと同じ関数形としたWishartモデル（Extended Wishartモデル）はA3(3)
を上回る予測精度を持つ事を示している。従って、リスクの市場価格の形式や対象とす
るデータの期間、満期の範囲によって結果が左右される可能性があるが、いずれにして
もWishartモデルは確率ボラティリティと金利の非負性とともに、イールドの条件付一次
モーメントを説明できる可能性があるモデルと考えられる。
5.2 イールドの条件付ボラティリティ（条件付二次モーメント）
全てのファクターがガウス型である EssentiallyアフィンモデルのA0(N)は、一次モー
メントの説明力が非常に高い点では魅力的なモデルであったが、状態変数のボラティリティ
が定数であるため、3.2節で述べた条件付二次モーメントに関する CVY条件、すなわち
ボラティリティの確率変動を説明することができない。このため、条件付二次モーメント
の説明力の比較は、ボラティリティの確率変動を表現できる A0(N)以外のアフィンモデ
ルやQGモデル、Wishartモデルを対象に行うことになる。
5.2.1 アフィンモデル
Ahn et al. (2002)はセミ・ノンパラメトリックモデルでデータの条件付ボラティリティ
を推定し、条件付ボラティリティの水準が非常に大きな確率変動を見せる事を明らかにし
ている。これに対し 3ファクターの Completelyアフィンモデル A1(3)はボラティリティ
の変動性が非常に小さく、データに全く一致しない事を示している。
一方 Feldhu¨tter (2008)は、EGARCHモデルで推定した米国債データの条件付ボラティ
リティと、3ファクターの Essentiallyアフィン及び Extendedアフィンモデルがインプラ
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データの回帰係数から依然として大きく乖離し、LPYを満たさない事も示している。デー
タの回帰係数からの乖離は、CIR型ファクターの数が多くなるほど大きくなる。これは、
Essentiallyアフィンモデルでリスクの市場価格の拡張が行われるのはガウス型ファクター
に対してのみであるため、ガウス型ファクターの数が減るとリスクの市場価格の柔軟性が
低下してしまうためである。
一方で、後述するようにCIR型ファクターの数が多くなるほど確率的ボラティリティの
説明力は高まるため、イールドの条件付一次モーメントと二次モーメントの説明力を同時
に向上させる事は、アフィンモデルにとって相反する要求であることになる。
5.1.2 Extendedアフィンモデルとセミアフィンモデル
Cheridito et al. (2007)によるExtendedアフィンモデルは、CIR型ファクターに対して
もリスクの市場価格の柔軟性を高めたモデルである。Feldhu¨tter (2008)は、A2(3)、A3(3)
に関しては Essentiallyアフィンモデルと比較して LPYの回帰係数のデータへの一致性が
向上し、Essentiallyアフィンモデルで見られた、CIR型ファクターが増えるほど LPYの
説明力が低下する現象は見られなくなる事を示している。しかし依然としてEssentiallyア
フィンモデルのA0(3)の説明力を上回る事はできていない。
また Feldhu¨tter (2008)は、CIR型のファクターに対するリスクの市場価格の柔軟性を
高めたもう１つのモデルである、セミアフィンモデルについても同様の検証を行ったが、
Essentiallyアフィンモデルと比較して LPYの改善はほとんど見られないとしている。
確率的ボラティリティを持つモデルで、LPYの回帰係数の一致性が Essentiallyアフィ
ンモデルの A0(3)と同等以上のモデルを構築するのは容易ではなかったが、Almeida et
al. (2011)は Extendedアフィンモデルのパラメータ推定において、米ドルの金利スワッ
プデータに加えて、キャップ価格を推定対象に加える事で、A1(3)、A2(3)も A0(3)と同
程度に LPYを満たすようになるという驚くべき結果を示している。またモデルによる予
測イールドの決定係数は、Cochrane and Piazzesi (2005)のフォワードレートによる予測
イールドの決定係数に迫る、高い水準となった。この説明力向上の要因としてAlmeida et
al. (2011)は、オプションをパラメータ推定の対象に加える事により、リスク中立測度Q
のもとでのイールドの平均回帰水準が低下し、平均回帰速度が上昇する事により、イール
ドのレベルショックの半減期間が 20-30年から 8年程度に低下し、景気変動の周期に近づ
くためとの仮説を提示している。
5.1.3 QGモデル
期間構造モデルが満たすべき１つの性質に、金利の非負性がある。アフィンモデルで金
利がマイナスになる確率をゼロにできるのは、全てのファクターがCIR型であるAN (N)
のみであるが、AN (N)はリスクの市場価格の柔軟性の低さから、LPYを満たす事が難し
い。これに対し、QGモデルは非負性と伴に、Essentiallyアフィンモデルの A0(N)と同
様の高い柔軟性を持つリスクの市場価格を持っているため、非負性と LPY、及び確率的
ボラティリティを実現できる可能性があるモデルとして期待される。Ahn et al. (2002)は
イールドの予測精度の比較において 3ファクターのQGモデルが Completelyアフィンモ
デルのA1(3)を上回る予測精度を持つことを示しているが、Essentiallyアフィンモデルと
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イする条件付ボラティリティとの相関係数を測定し、67.5%から 80.8%という高い値を得
ており、どちらのモデルも同程度に、データのボラティリティの確率変動をおおむね捉え
ている事を示している。しかしボラティリティをイールド水準に回帰させた時の回帰係数
の検証では、モデルがインプライする回帰係数がデータの回帰係数の半分程度の水準に留
まっている。Feldhu¨tter (2008)はこの回帰係数の乖離の原因について、FRBが 1979年か
ら 1982年にかけて行った急激な金融引き締め政策によって、イールドのボラティリティ
が急騰したこの時期のデータを、モデルがとらえきれないためと分析している。この時期
を除いたデータの回帰係数と比較すると、いずれのアフィンモデルもおおむね値が一致し
ている。また同様の分析をセミアフィンモデルに関して行い、同じ結果を得ている。
Almeida et al. (2011)の米ドル金利スワップに対する分析では、金利オプションをパ
ラメータ推定の対象に加えた場合、ExtendedアフィンモデルのA1(3)、A2(3)の両方でボ
ラティリティとイールド水準に正の相関が得られ、Feldhu¨tter (2008)と整合的な結果と
なっている。ただし金利オプションをパラメータ推定に用いない場合は、一部の年限でボ
ラティリティとイールド水準の相関が負に転じており、この点でもボラティリティを推定
対象に含める事の有効性が表れていると考えられる。
条件付ボラティリティの持続性については、Buraschi et al. (2008) が、GARCH(1,1)
の係数について、データから計算される値とモデルがインプライする値を比較することで
検証している。EssentiallyアフィンモデルのA1(3)、A2(3)はGARCH(1,1)の係数を過少
評価しており、実際のボラティリティの持続性をとらえきれていない事を示している。
無条件ボラティリティの hump shapeに関しては、Dai and Singleton (2000)が米ドル
金利スワップを用いて行ったCompletelyアフィンモデルの実証分析で、A1(3)、A2(3)が
hump shapeを持つ事が示されている。Dai and Singleton (2000)は hump shapeの実現
のためにはファクター間に負の相関を持たせられる事が必要だと論じている。
5.2.2 QGモデルとWishartモデル
Ahn et al. (2002)はアフィンモデルの項で述べたのと同様の分析を 3ファクターのQG
モデルに関しても行い、イールドの年限が長い場合（10年）にはデータの条件付ボラティ
リティとモデルがインプライするボラティリティがおおむね一致する事を示している。し
かし短期ゾーン（3ヵ月、1年）ではやや乖離が生じている。
Buraschi et al. (2008)は 2×2の Completely Wishartモデルの条件付ボラティリティ
の持続性について、アフィンモデルの項で述べたのと同様の、GARCH(1,1)の係数の比
較による分析を行った。Essentiallyアフィンモデルと異なり、Wishartモデルがインプラ
イする GARCH(1,1)の係数は、データの高い値と非常に良く一致しており、この面では
Wishartモデルがアフィンモデルよりも優れている事を示している。
無条件ボラティリティの hump shapeに関しては、Buraschi et al. (2008)が、イールド
の無条件ボラティリティの代わりに、ほぼ同じ傾向を持つ 1年フォワードレートの無条件
ボラティリティの期間構造を分析している。彼らがDuﬀee (2002)のパラメータを用いて
計算したアフィンモデルのフォワードレートボラティリティは、単調で humpを持たない
期間構造を持っているのに対し、2× 2のCompletely Wishartモデルは 3年から 4年の満
期をピークとする hump shapeを持っている。Wishartモデルはファクター間の相関の柔
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の比較は行われていない。また Leippold and Wu (2003)は 2ファクターのQGモデルが、
フォワードレートに関する LPYを満たすと主張している。ここでフォワードレートに関
する LPYとは、フォワード・スポットスプレッド（フォワードレートとスポットレートの
スプレッド）の変化をフォワード・スポットスプレッドに回帰させた場合の回帰係数が、
期待仮説が成り立つ場合の 1とはならず、1よりも小さな値になる経験的性質を指す。し
かし彼らの示す図では 1との差が有意ではないように見える。いずれにしても、3ファク
ターの場合に EssentiallyアフィンモデルのA0(3)と同等に LPYを満たす事ができるかは
不明である。
5.1.4 Wishartモデル
Gourieroux and Sufana (2003)のWishartモデルは金利の非負性、確率的ボラティリ
ティに加えて、ファクター間の相関にも確率変動を導入できる非常に自由度の高いモデル
である。Buraschi et al. (2008)は、2×2のWishartモデルの実証分析において、リスクの
市場価格がCompletelyアフィンモデルと同様の制約的なモデル（Completely Wishartモ
デル）でも、EssentiallyアフィンモデルのA0(3)と同程度に LPYを満たす事を示してい
る。一方でChiarella et al. (2011)は、より最近の米国債の満期 30年までの割引債を用い
てイールドの予測誤差の実証分析を行い、Completely Wishartモデルの予測精度は 3ファ
クターの Extendedアフィンモデル A3(3)に劣る一方で、リスクの市場価格を Extended
アフィンモデルと同じ関数形としたWishartモデル（Extended Wishartモデル）はA3(3)
を上回る予測精度を持つ事を示している。従って、リスクの市場価格の形式や対象とす
るデータの期間、満期の範囲によって結果が左右される可能性があるが、いずれにして
もWishartモデルは確率ボラティリティと金利の非負性とともに、イールドの条件付一次
モーメントを説明できる可能性があるモデルと考えられる。
5.2 イールドの条件付ボラティリティ（条件付二次モーメント）
全てのファクターがガウス型である EssentiallyアフィンモデルのA0(N)は、一次モー
メントの説明力が非常に高い点では魅力的なモデルであったが、状態変数のボラティリティ
が定数であるため、3.2節で述べた条件付二次モーメントに関する CVY条件、すなわち
ボラティリティの確率変動を説明することができない。このため、条件付二次モーメント
の説明力の比較は、ボラティリティの確率変動を表現できる A0(N)以外のアフィンモデ
ルやQGモデル、Wishartモデルを対象に行うことになる。
5.2.1 アフィンモデル
Ahn et al. (2002)はセミ・ノンパラメトリックモデルでデータの条件付ボラティリティ
を推定し、条件付ボラティリティの水準が非常に大きな確率変動を見せる事を明らかにし
ている。これに対し 3ファクターの Completelyアフィンモデル A1(3)はボラティリティ
の変動性が非常に小さく、データに全く一致しない事を示している。
一方 Feldhu¨tter (2008)は、EGARCHモデルで推定した米国債データの条件付ボラティ
リティと、3ファクターの Essentiallyアフィン及び Extendedアフィンモデルがインプラ
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軟性が高く、負の相関や確率的相関を表現でき、この事が hump shapeの再現に寄与して
いると論じられている。
5.3 リスク中立確率測度の分布の検証
Feldhu¨tter (2008)は、ExtendedアフィンモデルとEssentiallyアフィンモデルのプラシ
ングエラーを比較し、リスクの市場価格が拡張されているにもかかわらず、Extendedア
フィンモデルの方がプライシングエラーが大きい事を見出した。これは、Extendedアフィ
ンモデルでは状態変数の SDEが式 (14)のFeller条件を満たす必要があり、そのことによっ
て、リスク中立確率測度Qのもとで取り得る確率分布の形に制約がかかるためであるとの
興味深い考察を示している。彼はイールドの無条件分布の確率密度関数をモデルとデータ
の間で比較し、次のような違いがある事を指摘している。
• Essentiallyアフィンモデルの場合は、測度 P でのモデルの歪度と閃度がデータより
もかなり大きい。測度Qでのモデルの歪度と閃度は測度 Pでの高い値に近い。
• Extendedアフィンモデルの場合は、測度 Pでの歪度と閃度はデータに良く一致し
ており、条件付一次モーメント、二次モーメントの説明力が高い事と整合的である。
一方、測度Qでのモデルの歪度と閃度も測度 P の値に近い、比較的小さな値となっ
ている。
そして Essentiallyアフィンモデルは測度 Pと測度Qで異なる確率分布を持つ自由度が
低く、この場合には測度Qへのフィッティングがパラメータ推定で優先され、測度 Pでの
説明力の低さをもたらしている一方、Extendedアフィンモデルは潜在的には両方の確率
測度にフィットできる自由度があるが、Feller条件が測度Qのパラメータをバインドして
しまう状況では、プライシングエラーを抑えられないとしている。この考察の論拠として
Feldhu¨tter (2008)はさらに、セミアフィンモデルでも同様の分析を行い、測度 Pの分布
がデータに良く一致しながら、測度 Qでは高い歪度と閃度を持ち、両測度で大きく異な
る確率分布を生成できる事を確認している。これは、セミアフィンモデルには Extended
アフィンモデルと同様のリスクの市場価格の柔軟性があるが、Feller条件の必要性がない
ため、測度Qでの分布に制約が生じていないためであり、その結果としてプライシングエ
ラーが Essentiallyアフィンよりも抑えられると論じている。
ただし前節で見たように、セミアフィンモデルは測度 Pでの条件付き一次モーメントの
説明力が乏しい点には留意する必要がある。
Feller条件によるプライシングエラーの悪化は、低金利環境でより顕著になる可能性が
ある。Kim and Singleton (2012)による、ゼロ金利政策下での日本国債を用いた 2ファク
ターアフィンモデルの実証分析でも、Extendedアフィンモデルのプライシングエラーは
Essentiallyアフィンモデルに劣る事が示されており、その要因として Feller条件による中
心回帰水準の高止まりを挙げている。
Cheridito et al. (2007)によるEssentiallyアフィンモデルとExtendedアフィンモデルの
比較では、両者のプライシングエラーに大きな差は見られていないが、Feldhu¨tter (2008)
はこれについて、Essentiallyアフィンモデルのパラメータ推定にも本来不要である Feller
条件を課してしまっているためと考察している。
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イする条件付ボラティリティとの相関係数を測定し、67.5%から 80.8%という高い値を得
ており、どちらのモデルも同程度に、データのボラティリティの確率変動をおおむね捉え
ている事を示している。しかしボラティリティをイールド水準に回帰させた時の回帰係数
の検証では、モデルがインプライする回帰係数がデータの回帰係数の半分程度の水準に留
まっている。Feldhu¨tter (2008)はこの回帰係数の乖離の原因について、FRBが 1979年か
ら 1982年にかけて行った急激な金融引き締め政策によって、イールドのボラティリティ
が急騰したこの時期のデータを、モデルがとらえきれないためと分析している。この時期
を除いたデータの回帰係数と比較すると、いずれのアフィンモデルもおおむね値が一致し
ている。また同様の分析をセミアフィンモデルに関して行い、同じ結果を得ている。
Almeida et al. (2011)の米ドル金利スワップに対する分析では、金利オプションをパ
ラメータ推定の対象に加えた場合、ExtendedアフィンモデルのA1(3)、A2(3)の両方でボ
ラティリティとイールド水準に正の相関が得られ、Feldhu¨tter (2008)と整合的な結果と
なっている。ただし金利オプションをパラメータ推定に用いない場合は、一部の年限でボ
ラティリティとイールド水準の相関が負に転じており、この点でもボラティリティを推定
対象に含める事の有効性が表れていると考えられる。
条件付ボラティリティの持続性については、Buraschi et al. (2008) が、GARCH(1,1)
の係数について、データから計算される値とモデルがインプライする値を比較することで
検証している。EssentiallyアフィンモデルのA1(3)、A2(3)はGARCH(1,1)の係数を過少
評価しており、実際のボラティリティの持続性をとらえきれていない事を示している。
無条件ボラティリティの hump shapeに関しては、Dai and Singleton (2000)が米ドル
金利スワップを用いて行ったCompletelyアフィンモデルの実証分析で、A1(3)、A2(3)が
hump shapeを持つ事が示されている。Dai and Singleton (2000)は hump shapeの実現
のためにはファクター間に負の相関を持たせられる事が必要だと論じている。
5.2.2 QGモデルとWishartモデル
Ahn et al. (2002)はアフィンモデルの項で述べたのと同様の分析を 3ファクターのQG
モデルに関しても行い、イールドの年限が長い場合（10年）にはデータの条件付ボラティ
リティとモデルがインプライするボラティリティがおおむね一致する事を示している。し
かし短期ゾーン（3ヵ月、1年）ではやや乖離が生じている。
Buraschi et al. (2008)は 2×2の Completely Wishartモデルの条件付ボラティリティ
の持続性について、アフィンモデルの項で述べたのと同様の、GARCH(1,1)の係数の比
較による分析を行った。Essentiallyアフィンモデルと異なり、Wishartモデルがインプラ
イする GARCH(1,1)の係数は、データの高い値と非常に良く一致しており、この面では
Wishartモデルがアフィンモデルよりも優れている事を示している。
無条件ボラティリティの hump shapeに関しては、Buraschi et al. (2008)が、イールド
の無条件ボラティリティの代わりに、ほぼ同じ傾向を持つ 1年フォワードレートの無条件
ボラティリティの期間構造を分析している。彼らがDuﬀee (2002)のパラメータを用いて
計算したアフィンモデルのフォワードレートボラティリティは、単調で humpを持たない
期間構造を持っているのに対し、2× 2のCompletely Wishartモデルは 3年から 4年の満
期をピークとする hump shapeを持っている。Wishartモデルはファクター間の相関の柔
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一方でAlmeida et al. (2011)によるExtendedアフィンモデルの分析では、推定された
パラメータが Feller条件にバインドされていない。Essentiallyアフィンモデルとのプライ
シングエラーの比較は示されていないが、債券の種類（国債／金利スワップ）やデータ期
間によっては、Feller条件によるプライシングエラーの増大が生じない可能性はある。ま
た金利オプションをパラメータ推定対象に加えてもプライシングエラーには大きな変化は
見られていない。
Wishartモデルに関しては、Chiarella et al. (2011)による、2×2のCompletely Wishart
モデル、Extended Wishartモデル、及びWishartモデルで表現された 2ファクターの
Extended CIRモデルの比較において、Extended Wishartモデルのプライシングエラー
が最も低く、逆に Completely Wishartモデルは Extended CIRモデルよりもエラーが大
きい事が示されている。しかし 3ファクターのアフィンモデルとの比較は示されていない。
5.4 金利の非負性とゼロ金利下での説明力
Feldhu¨tter (2008)の米国債を用いたアフィンモデルの分析では、1年後のショートレー
トがマイナスになっている確率はA0(3)で 6.0%、A1(3)、A2(3)の確率的ボラティリティ
モデルでは 1%以下、5年後ではそれぞれ 3.9%、実質 0%であり、A0(3)以外のモデルでは
実用上許容可能な確率に留まっていると見る事もできる。しかしガウス型のA0(3)モデル
は無視できない確率を持っている。
金利の非負性を持つ金利の期間構造モデルは、特にゼロ金利政策が取られている市場で
はその必要性が高い。Kim and Singleton (2012)は、非負性を持つ 2ファクターモデルを
用いて、ゼロ金利政策が長期化する日本の国債のイールド変動を説明できるか実証分析を
行なっている。彼らの分析では、CompletelyアフィンモデルのA2(2)、Essentiallyアフィ
ンモデルのA2(2)のプライシングエラーが共に大きく、特に長期のイールドのプライシン
グエラーが大きい事が示されている。これはゼロ金利のために 1つのファクターの値がゼ
ロに固定されモデルの自由度が落ちる事と、Extendedアフィンモデルの場合は Feller条
件がパラメータをバインドするためと考察されている。他方、QGモデル、影の金利モデ
ル 9)はプライシングエラーが良好な水準に抑えられている。
ただし実確率測度 Pでのイールドの各種モーメントの当てはまりをQGモデルと影の金
利モデルで比較すると、7年や 10年といった満期の長いイールドの説明力は QGモデル
の方が高いものの、6ヵ月や 1年の短期のイールドについては影の金利モデルの方が説明
力が高い。従って金利がゼロ近辺にある場合の非線形性をQGモデルはうまくとらえられ
ないと考えられる。
6 まとめ
本稿では、Duﬀee (2002)以降のアフィンモデルの研究を中心として、実確率測度 Pの
もとでイールドカーブの確率変動が持つ経験的な性質を、期間構造モデルが反映するため
に行われてきたモデルの拡張について見てきた。
Duﬀee (2002)の Essentiallyアフィンモデルは、債券のリスクプレミアムが持つ経験的
性質をモデルがとらえる上で大きな成果を上げたが、A0(N)からAN (N)までのサブクラ
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軟性が高く、負の相関や確率的相関を表現でき、この事が hump shapeの再現に寄与して
いると論じられている。
5.3 リスク中立確率測度の分布の検証
Feldhu¨tter (2008)は、ExtendedアフィンモデルとEssentiallyアフィンモデルのプラシ
ングエラーを比較し、リスクの市場価格が拡張されているにもかかわらず、Extendedア
フィンモデルの方がプライシングエラーが大きい事を見出した。これは、Extendedアフィ
ンモデルでは状態変数の SDEが式 (14)のFeller条件を満たす必要があり、そのことによっ
て、リスク中立確率測度Qのもとで取り得る確率分布の形に制約がかかるためであるとの
興味深い考察を示している。彼はイールドの無条件分布の確率密度関数をモデルとデータ
の間で比較し、次のような違いがある事を指摘している。
• Essentiallyアフィンモデルの場合は、測度 P でのモデルの歪度と閃度がデータより
もかなり大きい。測度Qでのモデルの歪度と閃度は測度 Pでの高い値に近い。
• Extendedアフィンモデルの場合は、測度 Pでの歪度と閃度はデータに良く一致し
ており、条件付一次モーメント、二次モーメントの説明力が高い事と整合的である。
一方、測度Qでのモデルの歪度と閃度も測度 P の値に近い、比較的小さな値となっ
ている。
そして Essentiallyアフィンモデルは測度 Pと測度Qで異なる確率分布を持つ自由度が
低く、この場合には測度Qへのフィッティングがパラメータ推定で優先され、測度 Pでの
説明力の低さをもたらしている一方、Extendedアフィンモデルは潜在的には両方の確率
測度にフィットできる自由度があるが、Feller条件が測度Qのパラメータをバインドして
しまう状況では、プライシングエラーを抑えられないとしている。この考察の論拠として
Feldhu¨tter (2008)はさらに、セミアフィンモデルでも同様の分析を行い、測度 Pの分布
がデータに良く一致しながら、測度 Qでは高い歪度と閃度を持ち、両測度で大きく異な
る確率分布を生成できる事を確認している。これは、セミアフィンモデルには Extended
アフィンモデルと同様のリスクの市場価格の柔軟性があるが、Feller条件の必要性がない
ため、測度Qでの分布に制約が生じていないためであり、その結果としてプライシングエ
ラーが Essentiallyアフィンよりも抑えられると論じている。
ただし前節で見たように、セミアフィンモデルは測度 Pでの条件付き一次モーメントの
説明力が乏しい点には留意する必要がある。
Feller条件によるプライシングエラーの悪化は、低金利環境でより顕著になる可能性が
ある。Kim and Singleton (2012)による、ゼロ金利政策下での日本国債を用いた 2ファク
ターアフィンモデルの実証分析でも、Extendedアフィンモデルのプライシングエラーは
Essentiallyアフィンモデルに劣る事が示されており、その要因として Feller条件による中
心回帰水準の高止まりを挙げている。
Cheridito et al. (2007)によるEssentiallyアフィンモデルとExtendedアフィンモデルの
比較では、両者のプライシングエラーに大きな差は見られていないが、Feldhu¨tter (2008)
はこれについて、Essentiallyアフィンモデルのパラメータ推定にも本来不要である Feller
条件を課してしまっているためと考察している。
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ス間に、リスクプレミアムの説明力の高さと、確率的ボラティリティの説明力及び金利の
非負性についてのトレードオフの関係があり、１つのジレンマとなっている。
Cheridito et al. (2007)のExtendedアフィンモデルは、アフィンモデルの中で現状、最
もデータへの当てはまりの良さが期待できるモデルである。しかし Feller条件がパラメー
タをバインドするケースではクロスセクションのプライシングエラーが大きくなる可能
性があり、特に近年の低金利の環境ではそれが無視できない問題となる可能性をはらんで
いる。この問題に関しては、金利スワップなど金利オプションの価格データが利用可能な
イールドカーブの場合には、オプション価格をパラメータ推定の対象に加える事で回避で
きる可能性も考えられ（Almeida et al. (2011)）、今後のさらなる研究が期待される。
またQGモデルやWishartモデルは、上述のアフィンモデルの問題を解決できる可能性
があるモデルである。特にWishartモデルは確率的相関係数という、今までのアフィンモ
デルやQGモデルにはない大きな拡張性を持っている。
これらの多項式的な正金利モデルでは、ゼロ金利政策が導入された環境下での金利の非
線形性を十分にとらえることができない。Black (1995)の「影の金利」モデルはそれに対
する１つのソリューションとして有望であるが、これらの非線形モデルの数値計算コスト
が問題となる可能性がある。
近年無視できなくなりつつあるマイナス金利の拡大は、伝統的な期間構造モデルが想定
していなかった事象である。QGモデルや影の金利モデルでは、金利の下限値をゼロ以下
に設定することが可能であるが、それらによってマイナス金利下のイールドカーブの変動
を説明できるかは今後の研究課題であろう。
いずれにしても、近年の世界的な低金利環境は金利の期間構造モデルにとって新たな
チャレンジと言えるだろう。
補論1 アフィンモデルにおける割引債の価格式導出
リスク中立確率測度Qのもとでの状態変数X(t)の SDEが式 (6)で表される場合に、取
引可能な証券の価格を一般的に関数 F (X(t), t)で表す。伊藤の補題により、F (X(t), t)の
SDEは以下のように表される。
dF (X(t), t) =
∂F
∂t
dt+
(
∂F
∂x
)⊤
dX(t) +
1
2
dX(t)⊤
∂2F
∂x∂x⊤
dX(t)
=
[
∂F
∂t
+
(
∂F
∂x
)⊤
(K˜0 − K˜1X(t)) + 1
2
tr
(
(Σ
√
S(t))⊤
∂2F
∂x∂x⊤
(Σ
√
S(t))
)]
dt
+
(
∂F
∂x
)⊤
Σ
√
S(t)dW˜ (t)
無裁定条件より、取引可能な証券のドリフトは r(t)F (X(t), t)（r(t)はリスクフリーレー
ト）に一致する。従って、次の、いわゆる Black-Scholesの PDEが成り立つ。
∂F
∂t
+
(
∂F
∂x
)⊤
(K˜0 − K˜1X(t)) + 1
2
tr
(
(Σ
√
S(t))⊤
∂2F
∂x∂x⊤
(Σ
√
S(t))
)
= r(t)F (X(t), t)
(17)
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一方でAlmeida et al. (2011)によるExtendedアフィンモデルの分析では、推定された
パラメータが Feller条件にバインドされていない。Essentiallyアフィンモデルとのプライ
シングエラーの比較は示されていないが、債券の種類（国債／金利スワップ）やデータ期
間によっては、Feller条件によるプライシングエラーの増大が生じない可能性はある。ま
た金利オプションをパラメータ推定対象に加えてもプライシングエラーには大きな変化は
見られていない。
Wishartモデルに関しては、Chiarella et al. (2011)による、2×2のCompletely Wishart
モデル、Extended Wishartモデル、及びWishartモデルで表現された 2ファクターの
Extended CIRモデルの比較において、Extended Wishartモデルのプライシングエラー
が最も低く、逆に Completely Wishartモデルは Extended CIRモデルよりもエラーが大
きい事が示されている。しかし 3ファクターのアフィンモデルとの比較は示されていない。
5.4 金利の非負性とゼロ金利下での説明力
Feldhu¨tter (2008)の米国債を用いたアフィンモデルの分析では、1年後のショートレー
トがマイナスになっている確率はA0(3)で 6.0%、A1(3)、A2(3)の確率的ボラティリティ
モデルでは 1%以下、5年後ではそれぞれ 3.9%、実質 0%であり、A0(3)以外のモデルでは
実用上許容可能な確率に留まっていると見る事もできる。しかしガウス型のA0(3)モデル
は無視できない確率を持っている。
金利の非負性を持つ金利の期間構造モデルは、特にゼロ金利政策が取られている市場で
はその必要性が高い。Kim and Singleton (2012)は、非負性を持つ 2ファクターモデルを
用いて、ゼロ金利政策が長期化する日本の国債のイールド変動を説明できるか実証分析を
行なっている。彼らの分析では、CompletelyアフィンモデルのA2(2)、Essentiallyアフィ
ンモデルのA2(2)のプライシングエラーが共に大きく、特に長期のイールドのプライシン
グエラーが大きい事が示されている。これはゼロ金利のために 1つのファクターの値がゼ
ロに固定されモデルの自由度が落ちる事と、Extendedアフィンモデルの場合は Feller条
件がパラメータをバインドするためと考察されている。他方、QGモデル、影の金利モデ
ル 9)はプライシングエラーが良好な水準に抑えられている。
ただし実確率測度 Pでのイールドの各種モーメントの当てはまりをQGモデルと影の金
利モデルで比較すると、7年や 10年といった満期の長いイールドの説明力は QGモデル
の方が高いものの、6ヵ月や 1年の短期のイールドについては影の金利モデルの方が説明
力が高い。従って金利がゼロ近辺にある場合の非線形性をQGモデルはうまくとらえられ
ないと考えられる。
6 まとめ
本稿では、Duﬀee (2002)以降のアフィンモデルの研究を中心として、実確率測度 Pの
もとでイールドカーブの確率変動が持つ経験的な性質を、期間構造モデルが反映するため
に行われてきたモデルの拡張について見てきた。
Duﬀee (2002)の Essentiallyアフィンモデルは、債券のリスクプレミアムが持つ経験的
性質をモデルがとらえる上で大きな成果を上げたが、A0(N)からAN (N)までのサブクラ
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満期 T の割引債の価格 P (X(t), t)もこの PDEを満たし、初期条件は P (X(T ), T ) = 1で
与えられる。Feynman-Kacの公式より P (X(t), t) = E˜t
[
exp
∫ T
t −r(s)ds
]
という期待値
表現が可能であるから、PDE(17)の解として P (X(t), t) = eA(T−t)+B(T−t)⊤X(t)という形
を予想する。ただし A(τ)は確定的な実数値関数、B(τ)は確定的なN 次元ベクトル値関
数である。これより、∂P∂t = −P (A′ + B′⊤X)、∂P∂x = PB、 ∂P∂x∂x⊤ = PBB⊤ であるので、
P (X(t), t)、及び式 (7)の r(t)を PDE(17)に代入すると、次の方程式を得る。
−A′ −B′⊤X +B⊤K˜0 −B⊤K˜1X + 1
2
tr(
√
SΣ⊤BB⊤Σ
√
S) = δ0 + δ
⊤X (18)
S(t)の定義式 (8)中のαi、βiに対して、α∗ := diag(α1, . . . , αN )、β∗i := diag(β1i, . . . , βNi)
とおくと、S(t) = α∗ +
∑N
i=1 β
∗
iXi(t)と表せるから、式 (18)のトレースは、
tr(
√
SΣ⊤BB⊤Σ
√
S) = tr(SΣ⊤BB⊤Σ)
= tr(α∗Σ⊤BB⊤Σ) +
N∑
i=1
tr(β∗i Σ
⊤BB⊤Σ)Xi
=
N∑
j=1
αj([Σ
⊤B]j)2 +
N∑
i=1
N∑
j=1
βji([Σ
⊤B]j)2Xi
となる。式 (18)は恒等式であるから、定数項、及びX(t)の係数それぞれについて等式が
成り立たなくてはならない。ゆえに次のODEが得られる。
A′ = K˜0B +
1
2
N∑
i=1
αi([Σ
⊤B]i)2 − δ0
B′ = −K˜⊤1 B +
1
2
N∑
i=1
βi([Σ
⊤B]i)2 − δ1
なお初期条件はA(0) = A(T − T ) = 0、B(0) = B(T − T ) = 0である。
註
1) Cox et al. (1985)がショートレートのモデル化に用いた 1ファクターの確率過程。ボラティリティが状態変
数の平方根となっているため、状態変数が負にならない。
2) 長短スプレッドが大きいほど、イールドが次の期に低下しやすい事を意味する。
3) 広義のアフィンモデルで、Dai and Singleton (2000)の定義に当てはまらないものがある事が報告されてい
る。詳細は Duﬃe et al. (2003)、Gourieroux and Sufana (2006)、Cheridito et al. (2010)を参照されたい。
例えば 2.6節のWishartモデルはその一例である。
4) 厳密にはボラティリティに確率項が入り得るためガウス型ではないが、マイナスの値を取る確率があるため、
便宜的にガウス型ファクターと呼ぶ。A0(N)の場合にはボラティリティに確率項が無くなるため完全にガウ
ス型過程となる。
5) 逆にこのショートレートの最小値に対する条件を外すことで、マイナス金利を表現することもできる。実際、
後述する Kim and Singleton (2012)による影の金利モデルの実証分析では、影の金利 f(x)の確率過程とし
て、最小値の条件を外した QGモデルを利用している。
6) 具体的には期間 1年のスポットレート、及び 1年先から 4年先までの 4つの期間 1年のフォワードレートを
説明変数とした。
7) 確率的ボラティリティとも呼ばれる。
8) 観測時点 tにおけるある満期の実際のイールドを xt、フィットしたモデルから計算されるイールドを xˆt とす
ると、RMSEは
√
1
T
∑T
t=1(xt − xˆt)2 によって定義される。
9) 影の金利 f(Xt)のモデルとして、ガウス型アフィンモデルと QGモデルの 2種類を検証している。
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ス間に、リスクプレミアムの説明力の高さと、確率的ボラティリティの説明力及び金利の
非負性についてのトレードオフの関係があり、１つのジレンマとなっている。
Cheridito et al. (2007)のExtendedアフィンモデルは、アフィンモデルの中で現状、最
もデータへの当てはまりの良さが期待できるモデルである。しかし Feller条件がパラメー
タをバインドするケースではクロスセクションのプライシングエラーが大きくなる可能
性があり、特に近年の低金利の環境ではそれが無視できない問題となる可能性をはらんで
いる。この問題に関しては、金利スワップなど金利オプションの価格データが利用可能な
イールドカーブの場合には、オプション価格をパラメータ推定の対象に加える事で回避で
きる可能性も考えられ（Almeida et al. (2011)）、今後のさらなる研究が期待される。
またQGモデルやWishartモデルは、上述のアフィンモデルの問題を解決できる可能性
があるモデルである。特にWishartモデルは確率的相関係数という、今までのアフィンモ
デルやQGモデルにはない大きな拡張性を持っている。
これらの多項式的な正金利モデルでは、ゼロ金利政策が導入された環境下での金利の非
線形性を十分にとらえることができない。Black (1995)の「影の金利」モデルはそれに対
する１つのソリューションとして有望であるが、これらの非線形モデルの数値計算コスト
が問題となる可能性がある。
近年無視できなくなりつつあるマイナス金利の拡大は、伝統的な期間構造モデルが想定
していなかった事象である。QGモデルや影の金利モデルでは、金利の下限値をゼロ以下
に設定することが可能であるが、それらによってマイナス金利下のイールドカーブの変動
を説明できるかは今後の研究課題であろう。
いずれにしても、近年の世界的な低金利環境は金利の期間構造モデルにとって新たな
チャレンジと言えるだろう。
補論1 アフィンモデルにおける割引債の価格式導出
リスク中立確率測度Qのもとでの状態変数X(t)の SDEが式 (6)で表される場合に、取
引可能な証券の価格を一般的に関数 F (X(t), t)で表す。伊藤の補題により、F (X(t), t)の
SDEは以下のように表される。
dF (X(t), t) =
∂F
∂t
dt+
(
∂F
∂x
)⊤
dX(t) +
1
2
dX(t)⊤
∂2F
∂x∂x⊤
dX(t)
=
[
∂F
∂t
+
(
∂F
∂x
)⊤
(K˜0 − K˜1X(t)) + 1
2
tr
(
(Σ
√
S(t))⊤
∂2F
∂x∂x⊤
(Σ
√
S(t))
)]
dt
+
(
∂F
∂x
)⊤
Σ
√
S(t)dW˜ (t)
無裁定条件より、取引可能な証券のドリフトは r(t)F (X(t), t)（r(t)はリスクフリーレー
ト）に一致する。従って、次の、いわゆる Black-Scholesの PDEが成り立つ。
∂F
∂t
+
(
∂F
∂x
)⊤
(K˜0 − K˜1X(t)) + 1
2
tr
(
(Σ
√
S(t))⊤
∂2F
∂x∂x⊤
(Σ
√
S(t))
)
= r(t)F (X(t), t)
(17)
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満期 T の割引債の価格 P (X(t), t)もこの PDEを満たし、初期条件は P (X(T ), T ) = 1で
与えられる。Feynman-Kacの公式より P (X(t), t) = E˜t
[
exp
∫ T
t −r(s)ds
]
という期待値
表現が可能であるから、PDE(17)の解として P (X(t), t) = eA(T−t)+B(T−t)⊤X(t)という形
を予想する。ただし A(τ)は確定的な実数値関数、B(τ)は確定的なN 次元ベクトル値関
数である。これより、∂P∂t = −P (A′ + B′⊤X)、∂P∂x = PB、 ∂P∂x∂x⊤ = PBB⊤ であるので、
P (X(t), t)、及び式 (7)の r(t)を PDE(17)に代入すると、次の方程式を得る。
−A′ −B′⊤X +B⊤K˜0 −B⊤K˜1X + 1
2
tr(
√
SΣ⊤BB⊤Σ
√
S) = δ0 + δ
⊤X (18)
S(t)の定義式 (8)中のαi、βiに対して、α∗ := diag(α1, . . . , αN )、β∗i := diag(β1i, . . . , βNi)
とおくと、S(t) = α∗ +
∑N
i=1 β
∗
iXi(t)と表せるから、式 (18)のトレースは、
tr(
√
SΣ⊤BB⊤Σ
√
S) = tr(SΣ⊤BB⊤Σ)
= tr(α∗Σ⊤BB⊤Σ) +
N∑
i=1
tr(β∗i Σ
⊤BB⊤Σ)Xi
=
N∑
j=1
αj([Σ
⊤B]j)2 +
N∑
i=1
N∑
j=1
βji([Σ
⊤B]j)2Xi
となる。式 (18)は恒等式であるから、定数項、及びX(t)の係数それぞれについて等式が
成り立たなくてはならない。ゆえに次のODEが得られる。
A′ = K˜0B +
1
2
N∑
i=1
αi([Σ
⊤B]i)2 − δ0
B′ = −K˜⊤1 B +
1
2
N∑
i=1
βi([Σ
⊤B]i)2 − δ1
なお初期条件はA(0) = A(T − T ) = 0、B(0) = B(T − T ) = 0である。
註
1) Cox et al. (1985)がショートレートのモデル化に用いた 1ファクターの確率過程。ボラティリティが状態変
数の平方根となっているため、状態変数が負にならない。
2) 長短スプレッドが大きいほど、イールドが次の期に低下しやすい事を意味する。
3) 広義のアフィンモデルで、Dai and Singleton (2000)の定義に当てはまらないものがある事が報告されてい
る。詳細は Duﬃe et al. (2003)、Gourieroux and Sufana (2006)、Cheridito et al. (2010)を参照されたい。
例えば 2.6節のWishartモデルはその一例である。
4) 厳密にはボラティリティに確率項が入り得るためガウス型ではないが、マイナスの値を取る確率があるため、
便宜的にガウス型ファクターと呼ぶ。A0(N)の場合にはボラティリティに確率項が無くなるため完全にガウ
ス型過程となる。
5) 逆にこのショートレートの最小値に対する条件を外すことで、マイナス金利を表現することもできる。実際、
後述する Kim and Singleton (2012)による影の金利モデルの実証分析では、影の金利 f(x)の確率過程とし
て、最小値の条件を外した QGモデルを利用している。
6) 具体的には期間 1年のスポットレート、及び 1年先から 4年先までの 4つの期間 1年のフォワードレートを
説明変数とした。
7) 確率的ボラティリティとも呼ばれる。
8) 観測時点 tにおけるある満期の実際のイールドを xt、フィットしたモデルから計算されるイールドを xˆt とす
ると、RMSEは
√
1
T
∑T
t=1(xt − xˆt)2 によって定義される。
9) 影の金利 f(Xt)のモデルとして、ガウス型アフィンモデルと QGモデルの 2種類を検証している。
23
齋藤　要
― 26 ―
参考文献
[1] Ahn, Dong-Hyun, Robert F. Dittmar and A. Ronald Gallant (2002), “Quadratic Term
Structure Models: Theory and Evidence”, Review of Financial Studies, 15(2), 243-288.
[2] Almeida, Caio, Jeremy J. Graveline and Scott Joslin (2011), “Do Interest Rate Options
Contain Information about Excess Returns?”, Journal of Econometrics, 164, 35-44.
[3] Bassman, Harley (2015), “PIMCO Viewpoints: Monetary Policy on Warp Speed”,
http://www.ﬁnancialinvestigator.nl/nieuws/20150527-pimco-viewpoints-monetary-policy-
at-warp-speed.
[4] Black, Fischer (1995), “Interest Rates as Options”, Journal of Finance, 50(5), 1371-1376.
[5] Buraschi, Andrea, Anna Cieslak and Fabio Trojani (2008), “Correlation Risk and the Term
Structure of Interest Rates”, working paper, Imperial College London Business School.
[6] Campbell, John Y. and Robert J. Shiller (1991), “Yield Spreads and Interest Rate Move-
ments: A Bird’s Eye View”, Review of Economic Studies, 58(3), 495-514.
[7] Cheng, Peng and Olivier Scaillet (2007), “Linear-Quadratic Jump-Diﬀusion Modelling”,
Mathematical Finance, 17(4), 575-598.
[8] Cheridito, Patrick, Damir Filipovic´ and Robert L. Kimmel (2007), “Market Price of Risk
Speciﬁcations for Aﬃne Models: Theory and Evidence”, Journal of Financial Economics,
83(1), 123-170.
[9] Cheridito, Patrick, Damir Filipovic´ and Robert L. Kimmel (2010), “A Note on the Dai-
Singleton Canonical Representation of Aﬃne Term Structure Models”, Mathematical Fi-
nance, 20(3), 509-519.
[10] Chiarella, Carl, Chih-Ying Hsiao and Thuy-Duong To (2011), “Stochastic Correlation and
Risk Premia in Term Structure Models”, working paper, University of Technology Sydney.
[11] Cochrane, John and Monika Piazzesi (2005), “Bond Risk Premia”, American Economic
Review, 94(1), 138-160.
[12] Cox, John C., Jonathan E. Ingersoll and Stephan A. Ross (1985), “A Theory of the Term
Structure of Interest Rates”, Econometrica, 53(2), 385-408.
[13] Dai, Qiang and Kenneth J. Singleton (2000), “Speciﬁcation Analysis of Aﬃne Term Struc-
ture Models”, Journal of Finance, 55(5), 1943-1978.
[14] Dai, Qiang and Kenneth J. Singleton (2002), “Expectation Puzzles, Time-varying Risk
Premia, and Aﬃne Models of the Term Structure”, Journal of Financial Economics, 63(3),
415-441.
[15] Dai, Qiang and Kenneth J. Singleton (2003), “Term Structure Dynamics in Theory and
Reality”, Review of Financial Studies, 16(3), 631-678.
[16] Duarte, Jeﬀerson (2004), “Evaluating an Alternative Risk Preference in Aﬃne Term Struc-
ture Models”, Review of Financial Studies, 17(2), 379-404.
[17] Duﬀee, Gregory R. (2002), “Term Premia and Interest Rate Forecasts in Aﬃne Models”,
Journal of Finance, 57(1), 405-443.
[18] Duﬃe, Darrel and Rui Kan (1996), “A Yield-Factor Model of Interest Rates”, Mathematical
Finance, 6(4), 379-406.
[19] Duﬃe, Darrel, Damir Filipovic´ and Walter Schachermayer (2003), “Aﬃne Processes and
Applications in Finance”, Annals of Applied Probability, 13, 984-1053.
24
[20] Elices, Alberto (2013), “The Role of the Model Validation Function to Manage and Mitigate
Model Risk”, Valuation of Financial Instruments, Infoline Conference, London, May 14th-
15th, 2013.
[21] Fama, Eugene F. and Robert R. Bliss (1987), “The Information in Long-Maturity Forward
Rates”, American Economic Review, 77(4), 680-692.
[22] Feldhu¨tter, Peter (2008), “Can Aﬃne Models Match the Moments in Bond Yields?”, work-
ing paper, London Business School.
[23] Gallant, A. Ronald and George Tauchen (1993), “Which Moments to Match?”, Econometric
Theory, 12, 657-681.
[24] Gourieroux, Christian and Razvan Sufana (2003), “Wishart Quadratic Term Structure
Models”, working paper, University of Toronto.
[25] Gourieroux, Christian and Razvan Sufana (2006), “A Classiﬁcation of Two-Factor Aﬃne
Diﬀusion Term Structure Models”, Journal of Financial Econometrics, 4(1), 31-52.
[26] Kim, Don H. and Kenneth J. Singleton (2012), “Term Structure Models and The Zero
Bound: An Empirical Investigation of Japanese Yields”, Journal of Econometrics, 170(1),
32-49.
[27] Leippold, Markus and Liuren Wu (2003), “Design and Estimation of Quadratic Term Struc-
ture Models”, European Finance Review, 7, 47-73.
[28] Vasicek, Oldrich (1977), “An Equilibrium Characterization of the Term Structure”, Journal
of Financial Economics, 5, 177-188
[29] 市川達夫 (2012),「レジーム・スイッチングを組み入れたアフィン型期間構造モデルの展開」,
『経営と制度』首都大学東京, 10, 13-38
[30] 紅林孝彰 (2008), 「近年のアフィン型イールド・カーブ・モデルの展開：マクロ・ファイナ
ンスへの応用、ジャンプや信用リスクの取込み」, 『金融研究』日本銀行金融研究所, 2008.3,
55-92
25
金利の期間構造モデルの展開
― 27 ―
[20] Elices, Alberto (2013), “The Role of the Model Validation Function to Manage and Mitigate
Model Risk”, Valuation of Financial Instruments, Infoline Conference, London, May 14th-
15th, 2013.
[21] Fama, Eugene F. and Robert R. Bliss (1987), “The Information in Long-Maturity Forward
Rates”, American Economic Review, 77(4), 680-692.
[22] Feldhu¨tter, Peter (2008), “Can Aﬃne Models Match the Moments in Bond Yields?”, work-
ing paper, London Business School.
[23] Gallant, A. Ronald and George Tauchen (1993), “Which Moments to Match?”, Econometric
Theory, 12, 657-681.
[24] Gourieroux, Christian and Razvan Sufana (2003), “Wishart Quadratic Term Structure
Models”, working paper, University of Toronto.
[25] Gourieroux, Christian and Razvan Sufana (2006), “A Classiﬁcation of Two-Factor Aﬃne
Diﬀusion Term Structure Models”, Journal of Financial Econometrics, 4(1), 31-52.
[26] Kim, Don H. and Kenneth J. Singleton (2012), “Term Structure Models and The Zero
Bound: An Empirical Investigation of Japanese Yields”, Journal of Econometrics, 170(1),
32-49.
[27] Leippold, Markus and Liuren Wu (2003), “Design and Estimation of Quadratic Term Struc-
ture Models”, European Finance Review, 7, 47-73.
[28] Vasicek, Oldrich (1977), “An Equilibrium Characterization of the Term Structure”, Journal
of Financial Economics, 5, 177-188
[29] 市川達夫 (2012),「レジーム・スイッチングを組み入れたアフィン型期間構造モデルの展開」,
『経営と制度』首都大学東京, 10, 13-38
[30] 紅林孝彰 (2008), 「近年のアフィン型イールド・カーブ・モデルの展開：マクロ・ファイナ
ンスへの応用、ジャンプや信用リスクの取込み」, 『金融研究』日本銀行金融研究所, 2008.3,
55-92
25
齋藤　要
― 28 ―
表 2: 各実証研究のパラメータ推定方法と対象データ
推定方法 文献 検証モデル 対象データ 推定方法詳細
最尤法 Duﬀee (2002) CA(3),
EsA(3)
米国債 1952-1998 　
(月次, 3m-10y)
インバージョン法
Dai and Singleton
(2002)
CA(3),
EsA(3)
米国債 1970-1995 　
(月次, 6m-10y)
インバージョン法
Duarte (2004) SA(3) 米国債 1952-1998 　
(月次, 3m-10y)
インバージョン法
Cheridito et al.
(2007)
CA(3),
EsA(3),
ExA(3)
米国債 1972-2002 　
(月次, 1m-12y)
インバージョン法
Almeida et al.
(2011)
ExA(3) 米ドル IRS,キャップ
1995-2006 　　　　
(週次, 3m-10y)
インバージョン法
Kim and Single-
ton (2012)
ExA(2),
SR(2)
日本国債 1995-2008
(週次, 6m-10y)
カルマンフィルタ
Chiarella et al.
(2011)
CW(2x2),
ExW(2x2)
米国債 1991-2008 　
(月次, 3m-30y)
カルマンフィルタ
モーメント法 Dai and Singleton
(2000)
CA(3) 米ドル IRS 1987-　
1996 (週次, 6m-10y)
EMM
Ahn et al. (2002) QG(3) 米国債 1946-1991 　
(月次, 3m-10y)
EMM
Leippold and Wu
(2003)
Q2(2) 米国債 1985-1999 　
(月次, 1m-10y)
GMM
Buraschi et al.
(2008)
CW(2x2) 米国債 1952-2005 　
(月次, 1m-10y)
古典的モーメント
法
ベイズ推定法 Feldhu¨tter (2008) EsA(3),
ExA(3),
SA(3)
米国債 1952-2004 　
(月次, 1y-5y)
MCMC
検証モデルの記号は、CAはCompletelyアフィン、EsAはEssentiallyアフィン、ExAはExtended
アフィン、SAはセミアフィン、QGは Quadratic Gaussian、CWは Completely Wishart、ExW
は Extended Wishart、SRは影の金利モデルを表し、カッコ内の数字はファクター数を表す。検
証モデルは各文献で分析されている主なモデル。対象データの IRSは金利スワップ、数字はデータ
の期間（年）、カッコ内の数字は分析対象のイールドの年限（m：ヵ月、y：年）を表す。
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号は、CA は Complet ly アフィン、EsA は Essentially アフィン、ExA は Extended アフィン、SA は
セミアフィン、QG は Quadratic Gaussian、CW は Completely Wishart、ExW は Extended Wishart、SR は影の金利
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